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Capitulo 1

Funciones analiticas

1.1. Definicion y propiedades algebraicas de los
numeros complejos

Definicién 1.1. C = {RQ, +, -}, con la suma y el producto definidos por
(w1,y1) + (T2,92) = (T1 + 2,91 + ¥2)
(z1,91) - (z2,92) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)-
Justificacion:

» La suma y la multiplicacién de los pares de la forma (z,0) € C coinciden con la
de los nimeros reales z € R

= (2,0) @z €R
= R={(z,0):2€R} CC

e i=(0,1) =2 =ii=(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1.
(way) = (1‘,0) + (07y) = (1‘,0) + (07 1)(y70) =x+1y
= (x1 +iy1) (w2 +iy2) = (w122 — Y1y2) + i (T1y2 + 22y1)

es la férmula “tradicional” para multiplicar los nimeros complejos x1 + iy1 ¥
To + 1Ya.

m 2=zx+4+1iy=—=x=Rez, y=Imz.

Al ser C = R? (como conjuntos), la igualdad en C se define mediante

z=r+iYy=w=u+1v <= T=U,Y="0

En particular,
z=2x4+1y=0 <= z=y=0.

Proposicion 1.2. C es un cuerpo: para todo z,w,s € C se cumple

zrw=w+z ZW=WZ
z+(w+s)=(z4+w)+s z(ws)=(zw)s
z+0==z2 lz==2
d—2€Ctqz+(—2)=0 2#£0= 3z 'cCtq 221 =1

Z(w+s)=zw+ zs.
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Demostracion. Obviamente, z = ¢ + iy = —z = —z — t¢y. La existencia de inverso
resp. del producto para todo z =z + iy # 0 se deduce del siguiente calculo:

cl=utiv=z22z"1=(zu—yv)+ilzv+yu)=1
rzu—yv=1
<~
yu+zv=0
@uzi, v=——"Y (240 2%+ 4% £0)
$2—|—y2 Cﬂ2+y2
-1 _ X . Y
— Z _$2—|—y2_1$2—{—y2.
Q.E.D.
Notacion: i:zw_l, M=g-z-----z (neN).
w w_/
n veces
e C no es un cuerpo ordenado: si lo fuera,
iP=i-i=-1>0
e Raices cuadradas (método algebraico):
Si z = x + iy, queremos hallar todos los w = v +iv € C tales que w? = z:
w? =z = -0+ 2ivv=a+iy
w—vt=z
—
2uv =1y
:>ﬂ:2—i—y2:(u2—|—v2)2:>u2+v2—\/:U2—|—y2
1 1
:>u2=§(36+ z2 +y?), 1)2:5(—1'-1- z? 4+ y2)
+ / 2+ 2 L. —z+ / 2+ 2
:I:(\/iaj ; Y +151gy\/7x 236 y), y#0
— w= +\/x, y=0, >0
+iv/—x, y=0, <0.

Las raices cuadradas de un ntmero complejo z # 0 son dos nimeros complejos distintos
(de signos opuestos). Las raices cuadradas de z son reales si y sélo si z € RT U {0}, e
imaginarias puras si y sélo si z € R™.

Ejemplo 1.3. Las raices cuadradas de 3 — 4 son

i<\/§—i\/g> — +(2—1i).

Los siguientes resultados, bien conocidos en el campo real, son consecuencia inmediata
de la estructura de cuerpo que posee C:

= Las ecuaciones cuadraticas con coeficientes complejos se pueden resolver utilizando
la férmula usual:

1

a22+bz—|—c:0<:>z:2—a<—b:|:\/b2—4ac> a,b,ce C.
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= El teorema del binomio de Newton es valido en el campo complejo:

(a—i—b)":Z(?)aibn_i, a,be C, neN.
i=0

1.2. Mobébdulo y argumento. Formula de de Moivre.
Raices. Conjugacion.

= Geométricamente, los nimeros complejos se pueden identificar con los puntos del
plano haciendo corresponder al complejo z = x + iy el punto (z,y). De ahi que el
conjunto C reciba el nombre de plano complejo. Es también corriente cuando se
utiliza esta representacién geométrica de C denominar eje real al eje horizontal y
eje imaginario al vertical (fig. 1.1).

Y
8

I}

Figura 1.1: Plano complejo.

= Siz=x+1iy € C, se definen el mddulo y el complejo conjugado de z respectiva-
mente como sigue:

|z| = 22 +y? (distancia al origen)

Z=x—1y (reflexién respecto del eje real)
= Rez=3(z+2), Imz=2(2—2)

= Propiedades:

1) Z=2z2
1) z+tw=2z+w
m) Z-w=%2-0=1/z=1/%2
) [2] = ||
7ré0=>z_1—i
V) 22= |2 = ER
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VI) |z-w| = |z| - |w]| (elevar al cuadrado) = ‘z_1| = |2|7*
VI w0 = 7w =2/m, |2fw| = |2|/ ]
(consecuencia de 11I) y VI))
vil) |Rez| <|z|, [Imz| <|z| (—]2] <Rez,Imz < |z])

» Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w]
2+ w’ = (z+w)EFw) = |2° + [w]’ + (200 + 20) = |2]* + |w|* + 2 Re(z)
< |2+ wf? + 2[z@] = |2 + [w]” + 22| [w] = (2] + w])*.
» Consecuencias:
D lz] = |wll < |z — w|
2l = (z —w) + w| < |z —w[ + [w] = |2] = |w| <[z - w];

cambiando z por w se obtiene |w| — |z| < |z — w|.
1 1
2 —w| = [2] = fw]

) |z| > |lw| =

1.2.1. Argumento

\

Figura 1.2: Definicién de argumento.

= Dado 0 # z € C, existe 0 € R t.q.
z = |z| (cosf +1i senf) (fig. 1.2).
El niimero 6 estd definido médulo un multiplo entero de 27. Por ejemplo,
z=1=0¢€{0,£2m, t4m,...} ={2kn: k€ Z}.
Definicién 1.4. arg z (argumento de z): cualquier 0 t.q. z = |z| (cos @ +1 sen6).

= arg no es una funcién.

arg z = cualquiera de los angulos orientados formados por el vector z con el eje
real positivo.

Ejemplos:

argi € {n/2+4+2kw: k€ Z}
arg(—1—i) e {bn/d+2kn: ke Z} ={-3n/4+2kn: ke Z}.
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= Para que 6 sea unico, basta imponerle la condiciéon adicional de que pertenezca
a un cierto intervalo semiabierto I de longitud 27 (como [0,27), (—m, 7], etc.)
Escoger este intervalo I se conoce como tomar una determinacion del argumento
= arg;: C—{0} = I

» arg;(z) = unico valor de arg z que pertenece a [
Ejemplo: arg(g or(—1 — 1) = 57 /4, arg(_, (—1—1i) = =37 /4.

= Determinacién principal del argumento:

Arg = arg(—w,ﬂ]

1 1 1| -1—2 —1 1—1
Arg | 0| 7/2 | @ | =3n/4 | —7/2 | —7/4

Ejemplo:

» Claramente, Arg : C — {0} — (—m, 7| es discontinua en R~ U {0}. Anédlogamente,
argjp on) €s discontinua en R*™ U {0}. En general, argig, go+2r) (0 arg(g, go+2x]) €S
discontinua en la semirrecta cerrada que forma un dngulo 6y con el semieje real
positivo.

» Forma trigonométrica 6 polar de los nimeros complejos:

z2# 0= z=r(cosf +1isenb), r=|z|, 6=argz.
n 2, w#0; z=w < (]z|=|w|, argz=argw mod 27).
= Interpretacién geométrica del producto en C:

2129 = 1r1(cos b + 1 sen ) ro(cos Oy + i sen )
= 1173 [(cos 01 cos Oy — sen 01 sen O3) + i(cos 01 sen O3 + sen O cos 62)]
= ry7rg [cos(01 + 02) +1 sen(fy + 0)]

De este calculo se sigue que |21 zo| = |21] |22| ¥

arg(z1 z9) = arg z1 + arg zo mod 2. (1.1)

» Arg(z1 29) # Arg z; + Arg z9. Por €j.,

Arg(—i) = —7/2 # Arg(—1) + Argi = 37/2.

s Consecuencias:

(2271 =1=) arg(z71) = —argz mod 27
(22 = |z|2 >0=) arg(z) = —arg z mod 27
(wW#0=z/w-w=2z=) arg(z/w) = argz — argw mod 27.
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1.2.2. Férmula de de Moivre

» A partir de (1.1) se demuestra por induccién la férmula de de Moivre:

z=r(cosf +isen) = 2" =r"[cos(nb) +isen(nd)|, neN.

» 2z 1 =7 cos(—0) +isen(—0)] => la férmula vale para todo n € Z.
Ejemplo:

(cos @ + i sen )3 = cos(36) + i sen(30)
= (cos®§ — 3cos fsen? 0) + i(3 cos® fsen § — sen )
cos(30) = cos® § — 3 cos fsen® §

—
sen(36) = 3cos? @sen f — sen> 6.

1.2.3. Raices n-ésimas

» Siz=r(cosf+1isenf) # 0, hallemos todas las soluciones w € C de la ecuacién
w" =z (n € N):

w # 0 = w = p(cos p +1sen p)
w" = p"[cos(ny) + i sen(np)| = r(cosd + i sen )
pl=rep=Yr=r/"

<~
np=0+2kn, ke

2 2
N w:{L/F|:COS<g+ﬂ>+iSen<g+ﬂ>:|a k=0,1,...,n—1.
n n n n

= wun numero complejo no nulo tiene n raices n-ésimas distintas.

Ejemplo:
2k 2k
w =i = wzcos(%+%>+isen<%+%), k=0,1,2
1 N . .
= w:§(\/§—|—z), 5(—\/5—{—2), —i.

» En particular, las n raices n-ésimas de la unidad (z = 1) son los nimeros

2k 2k
ek:cos<—ﬂ>+isen<—ﬂ>, k=0,1,...,.n—1
n n

(vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia unidad).

= Nétese que € = €, siendo € = ¢; = cos (%’r) + 1 sen (%’r)

Ejemplo: las raices sextas de la unidad son
Jcos (5) +i (”)]k LB, k=01,....5
— 1 n — = — - e
cos { 3 sen | 3 o { ; TR
1 1 1 1
=1, 5(1+i\/§), 5(—1+z'\/§), —1, —5(1+i\/§), 5(1_1'\/3).
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Ejercicio. Probar que las n raices n-ésimas de z # 0 estan dadas por
Y2k, k=0,1,...,n—1,

donde {/z denota cualquier raiz n-ésima de z.

1.3. La funcion exponencial, funciones trigonométricas e
hiperbdlicas, logaritmos y potencias

1.3.1. Funcién exponencial

SiteR,
O
k!
k=0
o0 42k
cost =Y (—1)*
2D
e t2k+1
sent =y (—1)F
sen kzzo( NG

Sea z = x +iy € C; la propiedad el %2 = ef1ef2 sugiere definir e* = e%e®¥. A su vez,
procediendo formalmente se obtiene

I N T 2 y o YRR
el — n?d_ — +
2= Z R

=cosy +iseny (ya que 2% = (22)k = (=1)").
Definicién 1.5. Para todo z = x +iy € C (x,y € R), definimos
e* =e"(cosy +1seny).
Nota: Si z € R, la exponencial compleja se reduce a la exponencial real.

Valores particulares:

el — 1, ez7r/2 =i, e i — _q e37rz/2 = —i, 2™ — 1.

)

Propiedades: Para todo z,w € C se tiene

e* #£ 0, para todo z € C.

iy

) |e?] =eRe?  arg(e?) =Imz mod 27.

V) € =1 <= z = 2kmi, con k € Z.

V) €* es una funcién periédica, cuyos periodos son los nimeros 2kmi con k € Z.

Demostracion:
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) z=z+iy,w=u+iv=

e’e” = e”(cosy + iseny)e(cosv + isenv)

e” T [cos y cos v — sen y sen v + i(seny cos v + cos ysen v)]

= " [cos(y + v) +isen(y 4+ v)] = e*T¥.
med=l=ce?=1= (¢*)"=e"
111) Obvio.
1v) e =e¥(cosy +iseny) =1 <= e* =1, y=0 mod 27
— =0, y=2kr (k€ Z).
V) e =t = ¥ =1 <= w = 2kmi (k € Z).

zZ

iargz. T —
&2, e? = e~

e z=|z|e

1.3.2. Funciones trigonométricas e hiperbdlicas

Si y es real entonces

e =cosy+iseny, e Y =cosy—1iseny

(eiy + e_iy) , seny = 2% (eiy - e_iy) )

N | =

= cosy =
Definicion 1.6. Para todo z € C se define

Ccos z = % (eiz + e—iZ) , senz = 2% (eiz _ e—iz) .

(De nuevo, si z es real cos z y sen z se reducen a las correspondientes funciones reales.)
Propiedades: para todo z,w € C se tiene
1) cos(—z) = cos(z), sen(—z)= —senz.
1) cos(z 4+ w) = cos z cos w — sen z sen w,
sen(z + w) = sen z cos w + €os z sen w.
COoS z = sen (g — z) = sen (% —i—z).

2

cos? z +sen? z = 1.

)
)
V) Cosz = cos(Z), semz = sen(Z).
) senz =0 <= z=kn (k€ Z).
) cosz y sen z son funciones periddicas de periodo 2km, con k € Z.

Demostracion:

1) Trivial.
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1)

II1

=

=

~—  ~—  ~—  —

VII)

Por ejemplo

i (eiz . efiz) (eiw o efiw)

("™ 4 7™ = cos(z + w).

COS Z COS W — SeN Z senw = (eiz + e*iz) (eiw + e*iw) +

DO S| =

Caso particular de las formulas anteriores

Hacer w = —z en la férmula para cos(z + w).
Consecuencia de e” = e?.

senz =0 < e —e ? =0 = & =1 <= 2iz = 2kmi
(k€eZ) < z=kn(keZ).

Por el apartado 111), basta probar la afirmacién para la funcién sen. La igualdad
sen(z + w) = senz es equivalente a (e/2*t%) — 1)(e"™ — 1) = 0. Para que esta
igualdad se cumpla para todo z € C para un w fijo es necesario y suficiente que
e —1 =0, es decir que iw sea un multiplo entero de 27i.

tanz =senz/cosz, secz=1/cosz (z #7/2+ kn, k € Z);
cotz=cosz/senz =1/tanz, cscz = 1/senz (z # krm, k € Z).

Funciones hiperbdlicas: para todo z € C se define

(ez — efz) )

DN | —

cosh z = % (ez —i—efz) , senhz =

cosh z = cos(iz), senhz = —isen(iz)

De aqui se deducen las propiedades de las funciones hiperbdlicas. Por ejemplo:

s cosh?z —senh?z = 1.

» sen z = sen(z + iy) = sen x cos(iy) + cos x sen(iy)

= sen x cosh y + 1 cos x senh y.

» tanh z = senh z/ cosh z = —itan(iz) (z # in/2 + kmi, k € Z).

1.3.3. Logaritmos

» En R, exp: R — RT (exp(t) = €') es una aplicacién biyectiva. Su inversa es la

funcién log : RT — R. Por definicién,

logr =y <= z=¢ (= z>0).

» En C, exp no es invertible al no ser inyectiva (por ser periédica). De hecho, se

tiene:

eV =z= 2 #0;
w=u+iv = ¢e“(cosv +isenv) =z # 0
e = |z| & u=log|z|

—
v=argz mod 27

< w=logl|z| +iargz mod 27i.
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= Si z # 0, la ecuacién e¥ = z tiene infinitas soluciones, que difieren entre si en
multiplos enteros de 27i. Si I es un intervalo semiabierto de longitud 27, podemos
escribir
z2#0, ¥ =2z < w=log|z| +1arg; z + 2kmi, k € Z.

A cada uno de estos (infinitos) w se les denomina logaritmos de z # 0.
Ejemplo: '
oV = 2 = w:10g2—%+2km' (k € Z).
Definicién 1.7. Se define la determinacién I del logaritmo mediante
log; z = log |z| + i arg; z, Vz # 0.
» Nétese que log;: C — {0} — {s € C:Ims € I} es una funcidn.
= La determinacion principal del logaritmo se define por
Log = log(_ 7 -

Ejemplo: Log(—2i) =log2 — %r, Log(—1) =im, Log(l—1i)= %logQ — %r.

Propiedades:
1) Para todo z # 0, €'°81% = 2,
1) log;(e") =w mod 27i. En particular, log;(e") = w <= Imw € I.
11) log; : C — {0} — {s € C:Ims € I} es biyectiva.
V) z,w # 0= log;(z - w) =log; z + log; w mod 2mi.
Demostracion:
1) 20— clo8r = — ologlzl+iare; = _ gloglzlgiarg = — || ginrgrs —

) w = u+iv = log;(e") = log(e*) + iargs(e”) = u + iv mod 27, ya que
args(e”) = Imw mod 27i. log;(e”) = w = Imw € [ porque Im(log; z) € I
para todo z # 0. Reciprocamente, si Imw € I entonces log;(e") = w porque
ambos miembros son iguales médulo 27i y sus partes imaginarias pertenecen a 1.

1) Hay que probar que para todo w con Imw € I existe un tnico z € C — {0} tal
que log; z = w. Esto es cierto por los apartados anteriores, siendo z = ev.

1v) Las exponenciales de ambos miembros coinciden; por tanto, esta propiedad se sigue
de la prop. ii). Otra forma de deducir esta propiedad es observando que
log;(zw) = log |zw| + i arg;(zw)
= log(|z| - |w|) + i(arg; z + arg; w) mod 27i
= log |z| + log |w| + i(arg; z + arg; w) mod 2mi
= (log |z| + iarg; z) + (log |w| + iarg; w) mod 27i
=log; z +log;w mod 2.

Nota: En general, Log(zw) # Log z 4+ Log w. Por ejemplo,

Log(—i) = —% # Log(—1) + Logi = im + g -2
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1.3.4. Potencias complejas
Sia,be Cya+#0,e, definimos
a® =P8 donde loga =log;a + 2kmi, k € Z.
Por tanto, en general a® denota un conjunto de nimeros complejos:
ab = o2kbmighlogra o 7
Ma3és concretamente, se tiene:

1) b€ Z = a tiene un valor tinico (=g-a-----a).
—_——

b veces

) Sib=p/ge Q,conpcZyl<qecN primos entre si, entonces a® = aP/? toma
exactamente ¢ valores (las ¢ raices g-ésimas de a?).

111) En los demés casos (b € C — Q), a® tiene infinitos valores que difieren entre si en
kb con k€ Z.

un factor de la forma e
Ejemplo:
(=1 +4)i = efllog(-1+i)+2kmi] _ o2k (5 log 24 %) (k € Z)
— esf+2n7re%log2 (n c Z).
» Sia # 0, cada determinacién de log define una funcién a*( = e*1°819).

Ejercicio: dados a,b € C con a # 0, estudiar si se cumple la igualdad

1.4. Limites y continuidad
Algunos conceptos topoldgicos:
1) Disco abierto de centro a € C y radio r > 0 (entorno):

D(a;r)={2z€C:|z—a|l <r}.

11) Entorno perforado de a € C = D(a;r) —{a} ={2€C:0< |z —a|l <r}.
111) A C C es abierto si contiene un entorno de cada uno de sus puntos:

Vaec A, Ir >0 t.q. D(a;r) C A.

1v) A C C cerrado <= C — A es abierto.
V) A C C es compacto <= A es cerrado y acotado (3R > 0 t.q. A C D(0; R)).

vi) A C C abierto es conexo si para todo par de puntos z,w € A hay una curva
continua v : [0,1] — A t.q. v(0) = z, 7(1) = w.

vil) Una regién 6 dominio es un subconjunto abierto conexo y no vacio de C.
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1.4.1. Limites
Notacién:
= En lo que sigue, A y B denotan conjuntos abiertos,
f:A—-C
z=x+iy— f(z) =u(z,y) +iv(z,y).

»u: ACR? - Ryv:ACR? - R (la parte real e imaginaria de f, resp.) son
funciones escalares reales.

» Sif:A— Cestd definidaen A—{a}yleC, lim f(z) =1 <
z—a
Ve>030>0tq. 2€Ay0<|z—a|<d=|f(2) -] <e
Propiedades de los limites:
1) Si existe (es un nimero complejo) lim,_,, f(z), dicho limite es unico.

1) lim f(z2) =1 <= lim wu(z,y) =Rel y lim v(z,y)=Iml

z—a (z,y)—a (z,y)—a
) 1 [£(2) + g(2)] = lim £(2) + lim g(2).
v) lim [f(2)g(2)] = lim f(2) - lim g(z2).
V) limg(z) #0 =1l L

im g(z im = — .

z—a zmag(z)  lim g(2)

Nota: En iii) y iv), la existencia del MD implica la del MI, pero no nec. viceversa.

Demostracion:
i)-iii) son propiedades conocidas de los limites de funciones R? — R?
iv)—v) se demuestran como en el caso real (reemplazando el valor absoluto por el médulo).

1.4.2. Continuidad

» f:A— C definida en A es continua en a € A si lim f(z) = f(a).

En particular, f continua en a« = f definida en un entorno de a.
s f:A— C continua en A si y s6lo si f es continua en todos los puntos de A.
Propiedades:
1) fy g continuas en a = f + ¢ y fg continuas en a.
11) Si, ademds, g(a) # 0, entonces f/g es continua en a.

1) f:A— Ccontinuaenay h: B — C continua en f(a) € B= ho f continua en
a.

Ejemplo: los polinomios y las funciones racionales son continuos en todos los puntos de
su dominio.
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1.5. Derivabilidad
» f: A — C definida en A es derivable (en sentido complejo) en a € A si existe

lim f(Z) — f((l) = f'(a).

z—a Z — Qa

» f: A — C es analitica (6 holomorfa) en A si es derivable en todos los puntos
de A.

» f esanalitica en C' (conjunto arbitrario) si es analitica en un abierto A D C <= f
es analitica en un entorno de cada punto de C.
En particular, f es analitica en a si es derivable en un entorno de a.
(Nétese que f analitica en a es més fuerte que f derivable en a.)

» f: A— C derivable en a € A = f continua en a:

i 2) - (o) = iy [FE=TE o -0 =t BT e )
= f'(a)-0=0.

Propiedades algebraicas:
Sif:A—Cyg:A— Csonderivables en z € A, y a,b € C, se tiene:

1) af+bg es derivable en z, siendo (a f +bg) (z) =a f'(z) + bg'(2).
11) fg es derivable en z, siendo (fg)'(2) = f'(2)g(2) + f(2)d'(2).
1) Sig(z) #0, f/g es derivable en z y

(f/9)'(2) =

Ejemplo: polinomios y funciones racionales.

1.5.1. Ecuaciones de Cauchy—Riemann

» Seaa=a; +ias € C, ysea M, : C=R? — C = R? la aplicacién lineal definida
por M, -z =az, Vz € C. Entonces la matriz de M, (en la base canénica {1,:} de

R?) es a T
a9 aq )
» f: A — C definida en el abierto A es diferenciable (en sentido real) en zg € A si
existe una aplicacién lineal Df(zg) : R? = C — R? = C tal que

I |f(2) = f(20) = Df(20) - (2 — 20)]

z—20 |z — 20|

=0.

(Nétese que el médulo de z = x 41y es la norma del vector (z,y).) A la aplicacién
D f(zp) se le denomina derivada (en sentido real) de f en z.
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Teorema 1.8. Sea f = u+iv: A — C definida en el abierto A, y sea zyp = zo+iyg € A.
Entonces f es derivable en sentido complejo en zg si y solo si se cumple:

1) f es diferenciable en sentido real en (xg,yo).-

11) Se satisfacen las ecuaciones de Cauchy—Riemann

0 0 0 0
a_Z(x07y0) - 6—2@07%)7 a_Z(x07y0) = _8_:;(1.07y0)-

Demostracion.
=) f es diferenciable (en sentido real) en zo = (z9,y0) con derivada D f(z0) = M),

ya que

o ) = FG0) = )z = 20)| _ | F(2) = F(z0) = (0)(z = 20)
Z2—20 |Z — Zo| Z—20 Z— 20
= lim 7"0(2 — ﬁO(ZO) — f'(20)| = 0.

0
Sea u, = a—u(xo,yo), y andlogamente 1y, v, vy. Igualando la matriz de Df(z9) en la
T

base canénica de R? (matriz jacobiana) con la de M f'(z0) S€ obtiene

uz uy\ _ (Ref'(z0) —Im f'(20)

vy vy)  \Imf'(z0) Ref'(z0) )’
de donde se obtienen las ecs. de Cauchy—Riemann, junto con las relaciones

I'(20) = ugp +ivy = vy — iuy,.
<=) Por las ecs. de Cauchy—Riemann, la matriz jacobiana de f en z es
<uw _Ux> = Mc,
Vg Ug

siendo ¢ = uy + iv,. De esto se sigue que Df(zg) - (z — z9) = ¢(z — 29), y por tanto

£ (2) = fz0) — ez = 20)| _ I f(z) = f(20)

z—20 |z — 2o z—20 zZ— 2

< 3f'(20) = c=uy +1iv, = vy —iuy.

Q.E.D.

e De la demostracién del teorema se sigue que si f = u + iv es derivable en sentido
complejo en zg = xg + iyo entonces

f'(z0) = ug (o, y0) + ivy(z0,y0) = %(ZO)
0
= vy(T0,Y0) — 11y (w0, Y0) = %3—5(20)-

e El teorema anterior puede formularse también de la siguiente forma alternativa:
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Teorema 1.9. Sea f : A — C definida en un abierto A, y sea zg = xo +1iyy € A.
Entonces f es derivable en sentido complejo en zg si y sdlo si se cumplen las siguientes
condiciones:

1) f es diferenciable en sentido real en (g, o)
11) Eziste ¢ € C tal que D f(xo,yo) = M..

Ademds, si [ es derivable en zy entonces ¢ = f'(zp).

e f: A — C analitica en una region Ay f' =0 en A= f constante en A.

En efecto, f derivable en sentido complejo en a implica que f es derivable en sentido
real en dicho punto, siendo Df(a) = M #'(a) = 0. El resultado anterior se sigue entonces
del resultado andlogo para funciones R" — R™.

1.5.2. Regla de la cadena

Sif:A— Cesderivable en z y g : B — C es derivable en f(z) € B, entonces go f
es derivable en z, y se tiene

(9o f)(2) =g'(f(2)) - ['(2). (1.2)

En efecto, f y g son derivables en sentido real en z y f(z), resp., siendo Df(z) =
My y Dg(f(z)) = Mgy (f(z))- Por la regla de la cadena para funciones de R" en R™,
go f es derivable en sentido real en z, y se tiene:

D(gef)(z) = Dg(f(2)) - DI (2) = My (s(2)) - Mpr(z) = My () 11(2) »
que implica (1.2) por el Teorema 1.9.

Deriwabilidad de las funciones exponenciales y trigonométricas:

f(z) = e = u(x,y) = e"cosy, v(z,y) =e"seny = u y v derivables (de clase C*°)
en R?. Ademis,
Uy = €7 CosY = Uy, Uy = —€e"seny = —u,.

Por tanto, e* es derivable (en sentido complejo) en C, siendo
(€*) =uz +ivy =e"cosy+ie’seny =e*, VzeC.

De las propiedades de la derivada compleja (linealidad y regla de la cadena) se sigue que
sen y cos son derivables en C, siendo

. ie 4iei 1

(sen z) 5; =cosz, (cosz) = 5(1 e —ie %) = —sen 2.
i

De estas formulas se deduce la derivabilidad de las restantes funciones trigonométricas
en todos los puntos de sus dominios. Por ejemplo,

cos? 2 + sen? 2

(tan z)’ = BT = sec? 2, Vz;ég—{—kﬂ' (keZ).
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1.5.3. Teorema de la funcién inversa

Teorema 1.10. Sea f : A — C analitica en el abierto A (con f' continua en A). Si
a€ Ay fl(a) #0, eristen sendos abiertos U > a y 'V > f(a) tales que [’ no se anula
enU vy f:UCA—V es biyectiva. Ademds, f~1:V — U es analitica en V, siendo

__
F1(fHw)’

Demostracion. f es derivable en sentido real en todo z € A, y su matriz jacobiana

(ux(z) _U:B(Z)>
tiene determinante u2(z) 4+ v2(z) = |f/(z)|* # 0. Por el teorema de la funcién inversa
para funciones R? — R? (nétese que la continuidad de f’ implica la continuidad de
las derivadas parciales de u y v), hay sendos abiertos U 3 a 'y V 3 f(a) tales que

f:U C A —V es biyectiva, Df es invertible en U y f~! : V — U es diferenciable en
sentido real en V', con

(57 (w) Vwe V.

D(f Y (w) = [Df(f(w)] ", YweV.

Llamando z = f~!(w) se tiene, por el Teorema 1.9:
D(f)(w) = [Df(2)] ™" = Myl = Myjpzy -

(Nétese que f’ no se anula en U C A, al ser |f/(z)|> = det Df(z).) De nuevo por el
Teorema 1.9, de esto se deduce que f~! es derivable en sentido complejo en w, con

derivada 1/f(z). Q.E.D.
Derivabilidad de log:

» Log: C— {0} - {#€C:—nm<Imz <7} es discontinua en R_ U {0} (por la
discontinuidad de Arg).

» Sin embargo, Log es derivable en el abierto B = C — (R_ U {0}). En efecto, Log
es la inversa global de

exp: A={z€C:—rm<Imz< 7w} — B,

y exp satisface las condiciones del teorema de la funcién inversa en todo punto de
A (exp’ = exp no se anula y es continua en A).

m Siz€ Ayw =¢* € B, hay dos abiertos U 2 zy V 2 wtalesqueexp: U C A—V
es invertible en U, y

ex_l'w:;:i:l
(exp™) (w) exp/(z) e w’

Al ser U C A se tiene exp !

= Log, y por tanto
1

(Logw)' = —, Ywe C— (R_U{0}).
w

Del mismo modo se prueba la derivabilidad de log; (I = [yo, yo+27) 6 (yo, yo+27])
en el abierto C — ({w : argw = yo mod 27} U {0}), siendo log’(w) = 1/w.
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1.5.4. Transformaciones conformes

Una curva en el plano complejo es una aplicacién 7 : [a,b] — C. Se dird que
es una curva diferenciable si Rey,Im~ : [a,b] — R son derivables en [a,b]. Si v =
71 + 172 es derivable en [a, b], se define su derivada +/(t) mediante v/(t) = v (t) + 75 (t).
Geométricamente, 7/ (t) representa el vector tangente a v en el punto ().

Si f: A — C es analitica en el abierto A C Cy v : [a,b] — A es una curva
diferenciable, entonces f o~ es una curva diferenciable, y se tiene

(foy)(t)=f'(v(t) -~'(t),  Vtelab].
En efecto, (foy)'(t) = Df(y'(t) - (t) = Mpyy) - 7' () = f'(7(t) -7 (b).

Definicion 1.11. Sea zy € A, con A abiertoy f: A — C definida en A. Se dird que f es
conforme en zj si existen § € [0,27) y r > 0 tales que, para toda curva v : [-1,1] — C
diferenciable en ¢t = 0 con v(0) = z9 y 7/(0) # 0, la curva o = f oy es diferenciable en 0,
y se cumple

o' (0)] =7- ‘7'(0)| , argo’(0) = argy/(0) + 6 mod 2.
= Si f es conforme en todos los puntos de A, diremos que f es conforme en A.

» Las transformaciones conformes preservan los dngulos entre pares de curvas (de-
finidos como los dngulos formados por los vectores tangentes a las curvas en el
punto de interseccion).

Proposicion 1.12. Si f : A — C definida en el abierto A es derivable en zg € A, y
f'(20) # 0, entonces f es conforme en z.

Demostracion. Utilizando la misma notacién que en la Definicién 1.11 se tiene (dado

que f'(z) # 0):

o'(0) = f'(7(0)) - 7 (0) = f'(20) -7'(0)
= |0 | = |f | 17/(0)], argo’(0) = arg~/(0) + arg f'(z9) mod 27.

Se cumple la condicién de la Definicién 1.11, siendo

r=|f'(20)] >0,  6=arggan f'(20)-

Q.E.D.

1.5.5. Funciones armodnicas

Definicién 1.13. Una funciéon v : A ¢ R?> — R es arménica en el abierto A si
u € C?(A), y se cumple
Pu 0%u
Viu= 5+ -5 =0en A
ox? 0y
= Si f: A — C es analitica en el abierto A entonces u = Ref y v = Im f son
armonicas en A. (Se dice que u y v son funciones armoénicas conjugadas).
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En efecto, veremos mas adelante que f analitica en A = u,v € C*°(A). De las
ecuaciones de Cauchy—Riemann se sigue que

vy Ouy

Ugy = % = Uygx = Ugy = _a—y = —Uyy,

y andlogamente para v. (Nétese que vy, = vy, por ser v de clase C?(A).)

» Si f=u+iv:A — C es analitica en el abierto A y f’ no se anula en A, las dos
familias de curvas planas u(x,y) = ¢1 y v(x,y) = co son ortogonales.

En efecto, las dos familias de curvas son regulares, ya que de las ecs. de Cauchy—
Riemann se sigue que

Vu=0 <= um:uy:0:>vm:vy:0:>f’:0’

y andlogamente para v. Los vectores normales a las curvas u(z,y) = ¢1 y v(z,y) =
co en un punto de interseccién (zg, yo) son ortogonales, ya que

Vu(zo,yo) - Vu(zo,y0) = uz (20, Y0)ve (0, yo) + uy(x0, yo)vy (0, Yo)
= —ug (0, Yo)uy(T0, Yo) + uy(zo, Yo)uz(zo, yo) = 0,

por las ecuaciones de Cauchy—Riemann.

Nota: Otra forma de probar el resultado anterior es observar que si zg = xg +
iyo € Ay f(20) = c1 + icy, la imagen bajo f de la curva {z: u(z,y) =c1} N A
estd contenida en la recta vertical {w : Rew = ¢;1}. Andlogamente, la imagen de la
curva {v(x,y) = c2} N A es un subconjunto de la recta horizontal {w : Imw = ¢ }.
Como las rectas Rew = ¢; y Imw = ¢o se cortan ortogonalmente en ¢; +ico, y f
es conforme en A (ya que es analitica y su derivada no se anula en dicho conjunto),
lo mismo ocurrird con las curvas u(z,y) = ¢; y v(z,y) = ca.

» Siu: ACR?>=C — Resarménicaen A, zo € Ay U C A es un entorno de z,
hay una funcién f : U — C analitica en U tal que Re f = u.

En efecto, si z =z +iy € U entonces v = Im f deberia cumplir:

y
Uy = Uy = v(T,Y) = / uy(x,t) dt + h(z);
Yo

y y
Uy = / Ugy (2, t) dt + B (z) = —/ Uyy(z,t) dt + 1 (z)
Yo Yo

= —uy(w,y) + uy(x,yo) + 1'(2) = —uy = W' (x) = —uy(z, yo)

— (o) =~ [t di+e

0

Yy xT
:>v:/ uy(x,t) dt—/ uy(t,y0) dt + c.
Yo o

Si v estd dada por la férmula anterior f = u+1iv es diferenciable (al ser u de clase
C?) y cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann en U = f es analitica en U, y
Re f = .

Alternativamente, la forma diferencial w = —u, dx + u, dy es cerrada en U (al ser
u arménica) = Jv : U — R (de clase C%(U)) tal que dv = w. Esto implica que
Uy = —Uy, Uy = Uy, pOr lo que f = u 4+ iv es analitica en U.
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= En una region, v estd determinada salvo por una constante aditiva. En efecto, si
v1 ¥ v son armonicas conjugadas de la misma funcién arménica u en la regién
A, las funciones fi = u +1ivy y fo = u + ivg son analiticas en A, por lo que
f = fi — foa = i(v1 — v9) también es analitica en A. Al ser Re f = 0 en A, las
ecuaciones de Cauchy—Riemann implican que las derivadas parciales de Im f se
anulan en A. Por ser A una region, Im f = v; — v ha de ser constante en A.

= La existencia de arménica conjugada de una funcién armoénica dada no esta ase-
gurada globalmente. Por ejemplo, u : A = R? — {0} — R definida por u(z,y) =
% log(22 +¥?) no admite una arménica conjugada en A. Localmente, v = arg; z+c,
escogiendo I de forma que arg; sea continuo (y por tanto C*°) en el entorno consi-
derado, ya que u = log |2| = u+1iv = log; z + c. Si existiera f analitica en A con
Re f = u entonces f y Log (p. €j.) diferirfan en una constante (imaginaria pura)
en la regiéon C — (R_ U{0}). Pero esto es imposible, ya que si z < 0 se tendria (al
ser f continua en Ay f = Log+cen C— (R—U{0}))

21t = lim [Log(:v +iy) — Log(z — 1y)]

y—0+
= lim [f(z+iy) — fle—iy)] = f(2) - f(z) =0.



Capitulo

El teorema de Cauchy

2.1.

Integracion sobre arcos: definicion y
propiedades elementales

Si hi, he : R — R son integrables (por €j., continuas) en [a,b] C Ry h = hy+ihso:
R — C, definimos

/ / /hl()dt+i/abh2(t)dtec.

Ejemplo: / et dt = / costdt—|—1/ sentdt = 21i.
0 0 0

Un arco continuo (6 curva continua) es una aplicacién v : [a,b] — C continua
en [a,b] (i.e., Rey e Im+ son continuas en [a, b]).

El arco continuo v es C! a trozos si existe una subdivisién finita a = ag < a1 <
. < ap—1 < a, = b de [a,b] tal que 7' existe y es continua en cada subintervalo

[ai,l,ai] (1 S /) S ’I’L)

En otras palabras, v es continua en [a,b] y C! en [a,b] — {ao,...,a,}, y existen

Hmy ot /' (2), Hmy—p— v/ (¢) y Hmy—q,4 /() parai = 1,...,n—1, aunque los limites

por la izquierda y por la derecha en a; no coincidan.

Si v : [a,b] — C es un arco de clase C! a trozos, f : A C C — C es continua en el
abierto A y v([a,b]) C A, definimos

[r=] e dz—z/ 1yt e C.

Nétese que f(7(t))7'(t) es continua en cada uno de los subintervalos [a;, a;—1].

Si f=wu+ivy~v(t) = x(t) +iy(t), entonces (suponiendo por sencillez que 7 es

20
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C' en [a, b))

/1

b

[u(z(t),y(t) +iv(z(t),y()] [2'() +iy' ()] dt.

@\@@\

[u(a(t), y(1)) &/ () — v(@(t), y(8)) ¥/ (0)] dt

+

b
i [ Tulale)50) (0 + o(alt).u(0) /0]

(udx —vdy) —l—i/(vdm—i—udy).
gl

S~

Linealidad. Para todo A, u € C se cumple

/V(Afﬂbg):/\/yfﬂt/vg-

Cadenas. Si v : [a,b] — C es una curva C' a trozos, se define la curva C' a trozos
—v : [a,b] — C mediante

(=M@ =~a+b-1t),  Vtela,bl.

Si y([a,b]) C A abiertoy f: A — C es continua en A se cumple
_ b _ _a _ s=a+b—t “ s '(s) ds
/_Wf—/a fiyla+b=1) (= (a+b—1t)dt" = /b F((s)'(s)d
b
—— [ 16 ds == [ £

Siv :[a,b] — Cyrz:[b,c] — Cson curvas C! a trozos con 1 (b) = y2(b), definimos
la curva C! a trozos v1 + 72 : [a, ] — C mediante

7(t), te€ a,b
v (t), t € [b,d.

(71 +72)(t) = {

De forma andloga se define la curva C! a trozos 1 + - - - +vn. Si v1([a, b]),y2([b,c]) C A
abierto, y f: A — C es continua en A, se tiene

/%mf:/%er/wf-

n

[t

=1

Andlogamente,

Invariancia bajo reparametrizacion. §i v : [a,b] — C es C! a trozos, una reparame-
trizacién de v es una curva 7 : [@,b] — C de la forma 4 = yo¢, siendo ¢ : [@,b] —
#([a, b]) = [a, b] una aplicacién de clase C* en [a, b] con derivada positiva en [a, b].

Nétese que, al ser ¢’ > 0 en [a,D], ¢ es una funcién creciente en [a,b], y por tanto
#(@) = a, ¢(b) = b. Evidentemente, si el arco v es C! a trozos también lo es 7, y
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v([a, b)) = #([a,b]) (es decir, v y 4 tienen la misma imagen). Obsérvese, por tltimo,
que el teorema de la funcién inversa implica que ¢! : [a,b] — [a,b] es de clase C! con
derivada positiva en [a,b], y por tanto v = 70¢~! es una reparametrizacién de 7.

Ejemplo ~( ) = €e'* (s € [3,2F]) es una reparametrizacién de y(t) = —t + i1 — 2
(te[-3.3]) En efecto, 7(s) = v(— cos s), siendo en este caso ¢(s) = —cos s de clase
Cly ¢/(s) =sens >0en [Z,2].

Proposicién 2.1. Si 7 : [a,b] — C es una reparametrizacién de v : [a,b] — C,
v([a,b]) C A, y f: A— C es continua en el abierto A, se cumple:

[r=1

Demostracion. Supongamos por sencillez que 7 es de clase C Len [a,b], y sea 7 = yoo
con ¢ : [a,b] — [a,b]. Entonces se tiene:

[1- / ()76} ds = / FO) (660

« /f( nar=[ s

Integral respecto de la longitud de arco. Si f : A — C es continua en al abierto A,
7y : [a,b] — C es C! a trozos y v([a,b]) C A, se define

/vf(Z) IdZIZ/: F((®) Y @) dt.

Nétese que si f = u + i v entonces f7 f(z) |dz| = fyuds +1i fﬂ/vds. En particular,

Q.E.D.

/7 2| = /y ds = 1(7) = longitud de .
Propiedades:
D [N f(2) + ng(2)) ldzl = X [ f(2) |dz]| +p [ (2) |dz[, VA, peC.
W) [ FE) el = S0 [ (2) [l
) [ 52 =) = f, £(2) ).

1v) Si 4 es una reparametrizacién de v, /f(z) |dz| = /f(z) |dz].
¥ Y

Desigualdad fundamental. ‘f«/ f(2) dz‘ < [, 1f(2)]|dz].

En particular, si m{é}g ‘f(v(t))‘ = M entonces
tela,

z)dz

< MI(y).
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En efecto, la segundad desigualdad es consecuencia de la primera (por las propiedades de
la integral de funciones reales de una variable real). Si fv f =0, la primera desigualdad

se cumple trivialmente. En caso contrario, llamando 6 = Arg( f,y f) se tiene:
.0 b 10 10
/f = Re [e_’ /f} :/ Re [e_l f(’y(t))’y'(t)} dt < Re [e_l f(’y(t))’y'(t)} dt'
ol o a

< [ Jre [0 @] |ar< [ 116 ’(t)|dt=/v\f(z)\!dz!-

Teorema fundamental del Célculo. Sea F': A — C analitica en el abierto A (con
F' continua en A). Si~ :[a,b] — C es C! a trozos y y([a,b]) C A entonces se cumple:

L F' = F(y(b)) - F(1(a)).

En particular, si vy es cerrada (i.e., y(b) = v(a)) se tiene

Demostracion.

b b
/F’:/ F'(4(t)) ¥/ (¢) d’f:/ (Fon) () dt = F(y(b)) — F(v(a)),

a
por el TFC para funciones R — R. Q.E.D.

Independencia del camino. Si f : A — C es continua en una region A, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) fﬁ{ f es independiente del camino: f'Yl f= fw f para todo par de curvas C' a trozos
Y1 Y Yo contenidas en A que unen un punto z; € A con otro punto zo € A.

1) fl‘ f =0 para toda curva cerrada C' a trozos T' contenida en A.

1) f admite una antiderivada (¢ primitiva) en A: eziste F : A — C analitica en
A y tal que F'(2) = f(2) para todo z € A.

Demostracion.

i) <= ii) Se basa en que si 7; y 72 son dos curvas C! a trozos contenidas en A que
unen z; € A con z9 € A entonces I' = v1 + (—72) = 71 — 72 es una curva cerrada, y

=1 A g

iii) =) Por el teorema fundamental del Célculo (F’ es continua, ya que F' = f).

i)=1iii) Fijemos (arbitrariamente) un punto zp € A. Si z es un punto cualquiera de A,
por ser A una regidn hay una curva (C! a trozos)  contenida en A que une zy con z.
Definimos entonces
z) = / I
gl
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Noétese que, por hipdtesis, F' no depende de la curva v C A que utilicemos para unir zg
con z.

Probemos finalmente que F es diferenciable en todo punto z € A, con F'(z) = f(2).
Sie > 0, al ser A abierto y f continua en A, existe 6 > 0 tal que |f(¢) — f(z)] <esi( €
D(z;0) C A. Dado un punto cualquiera w € D(z;0) distinto de z, sea L C D(z;0) C A
el segmento que une z con w. Entonces se tiene:

F(w)—F(Z)=A+Lf—Af=/Lf-

Alser (w—2)f(2) = f(2) [, 1= [; f(2)d{ (ya que 1 = (') se tiene:

F(w) — F(z) —f(z)‘ _ |F(w) = F(z) = (w = 2)f(2)]
w—z lw — z|
L FQdC— [ f(=)dC] ([ [F(Q) — f(2)] d]]
lw — z| |lw — z|
< ‘el(L)‘ _ .

Q.E.D.

2.2. Teorema de Cauchy—Goursat. Homotopia.
Antiderivadas

» Una curva cerrada -y : [a,b] — Cessimplesia <s<t<by~(s)=7(t) = s=a
yt=nb.

Teorema de Cauchy (versién original). Si v es una curva cerrada simple C' a
trozos y f : C — C es analitica con derivada continua en v y en el interior de -,

entonces | f=0.
¥

Demostracion. Por el teorema de Stokes (orientando la curva en sentido antihorario, de
modo que el interior D de v quede a la izquierda de ), si f = u + i v se tiene

/fdz:/(udw—vdy)+i/(udy+vdw)
g g g
:—/(uy—l—vm)dacdy—i—i/(ux—vy)dacdy:O,
D D

en virtud de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. Q.E.D.

= Este resultado es insuficiente, ya que no hace falta suponer que f’ sea continua (se
deduce del resto de hipétesis). Ademas, el resultado es valido para curvas mucho
mas generales.

Teorema de Cauchy—Goursat para un rectangulo. Sea R un rectdngulo cerrado
con los lados paralelos a los ejes, y sea OR la frontera de R. Si f : C — C es analitica
en R se cumple:

f=o0.

OR
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Demostracion. Orientemos OR en sentido antihorario (obviamente, el resultado es inde-
pendiente de la orientacién de OR). Si dividimos R en cuatro subrectdngulos congruentes
R® (i=1,...,4) (también orientados en sentido antihorario) entonces

/ f Z /R(Z)

POI‘ tantO, (inSt(f k: e {1, o ,4} tal que
R

[ 2
ORM) 4

Llamemos Ry = R®). Repitiendo indefinidamente el proceso anterior, obtenemos una
sucesiéon de rectangulos cerrados encajados R = R D Ry D Ry D -+ D Ry D Ryy1 D

. tales que
1
IV
BRn 8Rn71

Ademsds, si P, y D; denotan respectivamente el perimetro y la diagonal del i-ésimo
rectangulo y P = Py, D = Dy, se tiene:

P D

—

f, Vn € N.

=

INEE

OR,

P’i =
Por el teorema de encaje de Cantor, N,en R, = {a}, con a € R. Ademés,
z€R, = |z—a|<D,=2""D.

Sie > 0, tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que f sea analitica en D(a; )
y ademas se verifique

|f(z) = f(a) = (z—a)f'(a)] <e|z—al, Vze D(ad), z#a.

Escojamos ahora n suficientemente grande para que D, = 27"D < §, de modo que
R,, C D(a;9). Nétese que, por el teorema fundamental del Célculo,

/ dz = / zdz = 0.
OR, OR,

[£(2) = fa) = f(a)(z —a)] dz

OR,

De esto se sigue que

LExay
R

1=/

OR,

< 4"/ €lz—al |dz] <4™"-27"De- P, =4"-27"De-27"P = PDe.
ORn,

Como € > 0 es arbitrario, el teorema estd demostrado. Q.E.D.

Teorema de Cauchy—Goursat generalizado. Sea a un punto interior a R, y su-
pongamos que f : C — C es analitica en R — {a} y lim[(z — a)f(z)] = 0. Entonces
zZ—a

f=0.

OR



CAPITULO 2. EL TEOREMA DE CAUCHY 26

Demostracion. Sea (Q C R un cuadrado con lados paralelos a los ejes coordenados de
centro a y lado [ > 0 suficientemente pequenio de forma que que |(z —a)f(2)| < € si
z € Q — {a}. Subdividiendo el rectangulo R adecuadamente obtenemos entonces

2
/ f‘:/ f‘ge/ || <e€---4l = 8e,
OR 0Q 00 |2z —al !

lo que demuestra nuestra afirmacion. Q.E.D.

2.2.1. Homotopia. Teorema de Cauchy

m Sea A C C una regién, y sean 1 y 2 dos curvas continuas contenidas en A
con los mismos extremos z1,z2 € A (21 # z2), 6 dos curvas cerradas continuas
contenidas en A. Diremos que 1 y 72 son homdtopas en A si v se puede deformar
continuamente hasta transformarse en o sin salirse de A.

En el primer caso, los extremos de las curvas deformadas han de mantenerse iguales a z;
y 22, v en el segundo todas las curvas deformadas han de ser cerradas.

Un punto zp € A es una curva cerrada constante: (t) = zo, Vt € [a,b]. Notese que
[ f =0 para toda f.
0

= Una region A C C es simplemente conexa si toda curva cerrada continua ~y
contenida en A es homodtopa a un punto en A.

Ejemplo: C es simplemente conexo. Un disco abierto es una regién simplemente conexa.
Un disco abierto sin uno de sus puntos no lo es.

Teorema de la deformacién. Sean v, y v2 dos curvas C! a trozos homdtopas en una
region A, y sea f : A — C analitica en A. Entonces se verifica

[ 1.

Teorema de Cauchy. Sea v una curva cerrada C' a trozos homdtopa a un punto en
una region A. Si f : A — C es analitica en A se cumple

Af:& (2.1)

Corolario 2.2. Si A C C es una region simplemente conexa y f : A — C es analitica

en A entonces
[ =0
v

para toda curva cerrada 7y contenida en A.

Corolario 2.3. Si f : A — C es analitica en una region simplemente conexa A entonces
f admite una antiderivada en A.

Necesitaremos también la siguiente generalizacion del teorema de Cauchy, que se prueba
utilizando el teorema de Cauchy—Goursat generalizado:

Teorema de Cauchy generalizado. Sea v : [a,b] — C una curva cerrada homdtopa
a un punto en una region A, y sea zyg € A — y([a,b]). Si f es analitica en A — {zp} y

zh;rrzl [(z = 20)f(2)] = 0 entonces /f =0.
0 gl
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2.3. Indice. Férmula integral de Cauchy
y sSus consecuencias

2.3.1. Indice

» Siy es una curva cerrada (C! a trozos) y a ¢ 7, definimos el indice de a respecto

de v mediante
(o) =5 [ 5
n(y,a) = — .
o 2mi ),z —a

= Si 7y es una circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n veces en sentido
antihorario (y(t) = a +re', con t € [0,2n7]) entonces

1 2nm i?“@it
n(vy,a) = 2—7”/0 s dt = n.

Andlogamente, si v es la circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n veces
en sentido horario,

n(y,a) = —n.

Esto sugiere que n(v,a) es el nimero de vueltas que da la curva «y alrededor de a.

Ejemplo: Si zy es un punto exterior a una circunferencia (6 a cualquier curva cerrada
simple) +, entonces (z — z9) ! es analitica en A = C — {2y} y 7 es hométopa a un punto
en A = n(y,29) =0.

Proposicién 2.4. n(vy,zg) es un entero.

Demostracién. Supongamos, por sencillez, que v es C! en [a,b]. Si v : [a,b] — C, sea

ORI
h@‘lw@—%“

entonces n(v, zo) = h(b)/(2mi). Por otra parte, h es derivable en [a, b] (el integrando es
continuo, ya que el denominador no se anula), y

7'(t) .4

Pt) = ~y(t) — 2o dt

<e_h(t) [v(t) — zo]) =0, Vté€]la,bl.

Por tanto e (*) (v(t) — 20) es constante en [a,b], de donde se deduce que

h(b)

v(a) —z0 = e PO (y(b) — z9) = e ") (y(a) — 20) = e ") =1 — h(b) = 2nmi, n € Z.

Q.E.D.

2.3.2. Férmula integral de Cauchy

Sea f: A — C analitica en una region A, sea vy una curva (C* a trozos) homdtopa
a un punto en A, y sea a € A un punto que no esté sobre . Entonces se verifica

n('y,a)-f(a)—i/mdz.

211 zZ—a
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Demostracion. La funcién

(fe-sw@
g(z) = z—a
f'(a), z=a

es analitica en A — {a} y lim[(z — a)g(2)] = im[f(2) — f(a)] = 0. Por el teorema de
Cauchy generalizado,

OZLg:LMdZZ Mdz—f(a)/y dz

z—Q ,Yz—a z—a
f(z)

zZ—a

dz — f(a) - 2win(vy,a).

S~

Q.E.D.

Si z € A es cualquier punto de A que no esté sobre v y n(, z) = 1, podemos reescribir

la férmula anterior como )
w
fz)=— / Sw) dw.
2 )y w— 2z
Derivando esta férmula formalmente respecto de z bajo el signo integral obtenemos

f(k)(z):k—!/(wf&dw keN (2.2)

271 — z)ktl

En particular f es infinitas veces diferenciable en z. Ademés, esto se cumple de hecho
para cualquier punto z € A (ya que dado cualquier z € A siempre podemos encontrar
una curva vy que esté contenida en A, no pase por z, sea hométopa a un punto en A y
cumpla n(v, z) = 1 (basta tomar una circunferencia de radio suficientemente pequeno).

2.3.3. Formula integral de Cauchy para las derivadas

Sea f: A — C una funcién analitica en una region A. Entonces f es infinitas veces
derivable en cualquier punto de A. Ademds, si~y : [a,b] — C es una curva (C a trozos)
homdtopa a un punto en A y zg € A — ~y([a,b]) se verifica

!
n(y, z0) - ) (z) = Qim / % dw, ke N. (2.3)
ol

Demostracion. Consideremos la integral de tipo Cauchy

G(Z):/7 g(w) dw,

w—z

donde g es una funcién continua sobre vy z ¢ «([a,b]). Se demuestra entonces que G
es infinitas veces derivable en todo punto z € A — y([a, b]), siendo

GH®) () = k!/ I COR

; (w— z)k“ :

La demostracién es por induccién, aunque nosotros sélo probaremos en detalle el caso
k = 1. Para ello, sea zp € A — ~([a, b)),
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Figura 2.1: integral de tipo Cauchy

2n = mi t) — >0, M= méi t))]|.
n feﬂlifi}h() 20| tgl[aafg]\g(’y( )|

(Nétese que n > 0y M < oo por la continuidad de vy goy en [a,b].) Si z € D(z9;7)
con z # zy se tiene

aa—awnzl ! [1 - ]ammu

zZ— 20 z—2zp lw—2z w—2

Pero

zjm{wiz_wim]:wwwﬁw—m>

1 w — 2o 1 zZ =20
= —5 T . = —3 1+ — .
(w—20)2w—2z  (w—2) w—z

Por tanto

2

dw‘ = |z — 2|

G(z) — G(20) _/ g(w)
Y

Z = %0 (w — 20)

Como n(v,z) es una integral de tipo Cauchy (¢ = 1/27i), es continua en cualquier
entorno D de zp que no corte a 7 (por ejemplo, en D(zp;7)), y como es un nimero
entero ha de ser constante en dicho entorno. Si

F(z) = 2%” / @J;(iU)z dw

v z € D se tiene
F(z) = n(y,2)f(z) = n(7,20) f (2)
y por tanto (ya que F' también es de tipo Cauchy)

n(7,2)f®(2) = n(r,20)f P (2) = FP(z)
B[ fw)
2w ) (w — 2)kHL v

Q.E.D.
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Nota: A partir del teorema anterior se prueba facilmente que si f es analitica en un
conjunto cualquiera C' entonces f es infinitas veces derivable en todo punto de C.

2.3.4. Desigualdades de Cauchy

Sea f analitica en una region A, seaa € A, y supongamos que D(a; R) = {z € C: |z —a| < R} C

A. Si M = méx |f(z)| entonces
|z—a|=R

|
w M, VYk=0,1,2,....

)] < =

Demostracion. Si~y es el circulo de centro a y radio R orientado positivamente entonces
v es homotdpico a un punto en A (ya que lo es en el disco cerrado o, con mds rigor,
en un disco abierto ligeramente més grande contenido en A) y n(v,a) = 1. La férmula
integral de Cauchy para la k-ésima derivada proporciona entonces

R K1)
O@| =g | [ o] < o [ P 1
‘f (a)‘ o [{(z_a)kurl Z‘ ~on ), |Z—a|k+1 |dz|
k! M k!
= or e T M

Q.E.D.

2.3.5. Teorema de Liouville

Si f : C — C es entera (es decir, analitica en todo C) y |f| estd acotada en C,
entonces f es constante.

Demostracion. La hipétesis implica que existe M > 0 tal que |f(z)] < M para todo
z € C. Si z € C, de la desigualdad de Cauchy para la primera derivada se deduce que

M
' —, VR>0
'@ <5 >
(va que, al ser A = C, se puede aplicar la férmula de Cauchy para las derivadas para

cualquier R > 0). De esto se sigue obviamente que |f’(2)] = 0 para todo z € C. Al ser
C conexo, f ha de ser constante en C. Q.E.D.

2.3.6. Teorema de Morera

Si f: C — C es continua en una region A y f7 f =0 para toda curva cerrada (C*
a trozos) 7y contenida en A, entonces f es analitica en A.

Demostracion. El teorema acerca de la independencia del camino implica que existe
F : C — C analitica en A tal que f = F’ en A. Como F es analitica en A, es infinitamente
derivable en A, y por tanto f' = F” existe en todo punto de A. Q.E.D.
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2.3.7. Teorema fundamental del Algebra

Un polinomio de grado n > 1 tiene al menos una raiz.

Demostracion. Sea p(z) = > 1, a;z%, con a, # 0y n > 1. Si p no tuviera ninguna raiz,
la funcién f = 1/p seria entera. Probaremos que esto es imposible demostrando que en
tal caso f serfa también acotada en C y no constante, en contradiccién con el teorema
de Liouville.

Para probar que f estd acotada, nétese que si z # 0

| —1] lao|
|p<z>|z|z|"(|an|— il e,

2]
Como |ag| / |z|" ™ T} 0(=1,...,n—1), existe K > 1 tal que
Z|—00
lail _ |an]
> K — - < 15 )
4 ol Bl n
Por tanto

2| > K = |p(z >M z">M>O.
2 2

Por otra parte, al ser el disco cerrado de centro 0 y radio K compacto, existe M > 0 tal
que |p(z)] > M > 0si |z| < K (ndtese que M > 0, al ser, por hipétesis, p(z) # 0 para
todo z € C). Por tanto, hemos probado que

1 3 2 1
1) = oy < <ﬁ M)  wec

Esto contradice el teorema de Liouville, al ser f entera y no constante (p no es constante,
ya que a, #0yn>1). Q.E.D.

2.4. Principio del mdédulo maximo. Propiedad del valor
medio

2.4.1. Propiedad del valor medio

Si f: C — C es analitica en el disco cerrado D(a;r) se verifica

1

2T
fla) = %/0 fla+re?)de.

Demostracion. Antes de probar este resultado, nétese que la férmula anterior expresa
que el valor de f en a es la media de los valores de f en el circulo de centro a y radio r.

La demostracién es una consecuencia inmediata de la férmula integral de Cauchy.
En efecto, por hipétesis f es analitica en un abierto A D D(a;r), que puede tomarse
como una regién (de hecho, como un disco abierto de radio ligeramente mayor que r:
cf. Marsden-Hoffman, prob. 1.4.27). La circunferencia y de centro a y radio r (orientada
positivamente) es homdtopa a un punto en A, ya que lo es obviamente en el disco cerrado
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(con mas rigor, en un disco abierto ligeramente més grande contenido en A). Aplicando
la férmula integral de Cauchy se obtiene:

1 [ Sy et L[ flatre?)
27ri -

fla) = ire? dg

Ly Z—a 27 Jo ret?

1 21 "
:% ; f(a+re )dﬂ.

Q.E.D.

2.4.2. Principio del médulo maximo

Sea f : C — C analitica en un abierto A, y supongamos que |f| tiene un mdzimo
relativo en a € A. Entonces f es constante en un entorno de a.

Demostracion. Por hipétesis, existe R > 0 tal que
f() < |f(a)l, VzeD(@R)=DCA

Vamos a probar, en primer lugar, que |f| es constante en D. Para ello, supongamos que
existiera zop = a + re'® € D tal que |f(20)| < |f(a)|. Por la continuidad de f en D C A,
existen € > 0y 0 < § < 7 tales que

‘f(a—l—rew)‘<|f(a)|—e, a—0<0<a+)i.

En efecto, al ser | f(a)| —|f(20)] > 0 existe € > 0 tal que |f(z0)| < |f(a)| — 2¢, y por continuidad
de g(0) = f(a+re) en 0 = a existe 0 < § < 7 tal que |f(a+re®) — f(a+re'®)| < esi
a—6 < 6 < a+4. Para estos valores de 6 se cumple |f(a+7re®)| < |f(a+re®)| +€ <

|f(a)| —2e+e=|f(a)| — e

Aplicando la propiedad del valor medio obtenemos:

1 o+ i0
$@I= o= | [ Ha+reyas
L /Mf( +rei®)do) + - /Mf( +rei®)do) + - /Mf( +re')do
Sorl) a—+re o | ) a—+re 27 | s a-+re

< %[lf(a)l (= 0) + (If(a)| = €)(20) + |f(a)]| (7 = 3)]
= |f(a)] — % < [f(a)l,

lo cual es absurdo. Esto demuestra que | f| es constante en D, lo cual implica (Problema
19) que f es también constante en D. Q.E.D.

Corolario 2.5. Si f : A — C es analitica en una regiéon A y |f| alcanza un mdximo
absoluto en A, entonces f es constante en A.

Demostracion. Supongamos que |f| alcanza un méximo absoluto en zy € A, y sea B =
{z€ A: f(z) = f(20)}. Nétese que, al ser f continua en A, B es cerrado respecto de A.
Siz € B, como |f(2)] = |f(20)] = méx.eca|f(z)|, el principio del médulo maximo local
implica que f es constante en un entorno U de z. Luego B es también abierto, ya que
contiene un entorno de cualquiera de sus puntos. Como B es simultaneamente abierto y
cerrado respecto de A, es no vacio (z9 € B) y A es conexo, se tiene que B = A, es decir
f(2) = f(z0) para todo z € A. Q.E.D.
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2.4.3. Principio del médulo maximo global

Sea f: C — C analitica en una region acotada A y continua en la frontera OA de
A. Si M= mgﬁ |f(2)|, entonces se cumple:
ze

1) |f(2)] < M para todo z € A
1) Si|f(a)] =M para algin a € A entonces f es constante en A.

Demostracion. En primer lugar M € R existe, al ser 0A cerrado y acotado (por ser A
acotado), y | f| continua en OA. En segundo lugar, la segunda afirmacién es consecuencia
de la primera y del corolario del teorema del moédulo méaximo local. Para probar la
primera afirmacién, nétese que la funcién |f| también es continua en el compacto A =
AUOA, de forma que alcanza un méximo en dicho conjunto. Si dicho maximo se alcanza
en JA, entonces la primera afirmacién se cumple por definicion de méximo. Si, por el
contrario, el méaximo de |f| en A se alcanza en un punto 2o € 4, el corolario del teorema
del médulo méximo local implica que f(z) = f(z9) para todo z € A. Por continuidad,
f(2) = f(z0) para todo z € A, lo cual implica trivialmente la primera afirmacién (f es
constante en A). Q.E.D.



Capitulo 3

Representacion de funciones
analiticas mediante series

3.1. Convergencia de sucesiones y series de
funciones

3.1.1. Sucesiones y series de numeros complejos

» Una sucesién de niimeros complejos {2, },-; converge a z € C (& lim z, = z)
n—oo
si

Ve>0, INeN tq n>N= |z, —z|<e.
= lim z,, si existe, es Unico.
n—oo
w lim 2z, =z=x+iy <= lim Re(z,) =2y lim Im(z,) =y.
n—oo n—oo n—oo

» Criterio de Cauchy:

Jlim 2z, <= Ve>0, ANeN t.q n,m>N= |z, — 2| <e.

n—oo

Demostracion.
=) |zn — 2m| < |zn — 2| + |2m — 2|

=) 20 = Tn +iYn = [T —Tm| < |20 —2mls Yn = Yml < |2 - 2| =
{zn}o2) v {yn},—, convergentes (sucesiones reales de Cacuhy) = {z,},.; con-

vergente. Q.E.D.

o0 o0
= La serie sz converge a s € C (@ sz = s) si la sucesiéon de sumas
k=1 k=1
. (o] .
parciales {22:1 Zk}n:l converge a s, es decir

o0 n
sz:s<:> lim sz:s.
n—oo

k=1 k=1

00 n n—1

. E zp convergente = lim z, = lim (E 2k — E zk> =0

n—oo n—oo

k=1 k=1 k=1

34
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o o
= Se dice que E 2z, es absolutamente convergente si g |zk| es convergente.
k=1 k=1

oo
Proposicion 3.1. Si E 2 es absolutamente convergente entonces es convergente.
k=1

Demostracion. Es consecuencia del criterio de Cauchy, ya que si (por €j.) m > n se tiene

n m m m n m
)IEE SRS DI SRS ) SISt Sy |
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1

Q.E.D.

3.1.2. Sucesiones y series de funciones. Convergencia
uniforme

Una sucesioén de funciones f,, : A — C definidas en un conjunto A C C (n € N)
converge puntualmente a una funcién f en A si para todo z € A existe lim f,(z) =
n—oo
f(2). Anélogamente, la serie de funciones ) ;2 g, converge puntualmente a g en A
si existe Y po gr(z) = g(z) para todo z € A.

Definicién 3.2. La sucesién de funciones {f,} -, definidas en A converge unifor-
memente a f en A si

Ve>0, INeN t.q n>N=|f.(2) — f(2)| <e¢, paratodo z¢€ A.

’ o0 . . ., .
Anélogamente, )~ g converge uniformemente a g en A si la sucesién de funciones
oo . . .
{ZZ=1 gk}n:1 converge uniformemente a g en A, es decir si

> au(z) — g(2)

k=1

Ye>0, ANeN t.q n>N—= < ¢, para todo z € A.

e Obviamente, si una sucesién 6 serie de funciones f,, : A C C — C converge uniforme-
mente a f en A entonces converge puntualmente en A a la misma funcién. Sin embargo,
la convergencia puntual de una sucesion ¢ serie de funciones no implica, en general, su
convergencia uniforme.

e Criterio de Cauchy: {f,} ., converge uniformemente en A si y sélo si
Ve >0, INeN t.q. n,m>N = |fu(z) — fm(2)] <e¢, para todo zc A.

Anélogamente para series de funciones.

Demostracion. En primer lugar, es claro que la convergencia uniforme de f, a f en A
implica el criterio de Cauchy. Para demostrar el reciproco nétese que, por el criterio de
Cauchy para sucesiones numéricas, la sucesién {f,} -, converge puntualmente a una
funcién f en A. Haciendo tender m a infinito en la condicién de Cauchy uniforme se
prueba que si n > N entonces |f,(z) — f(z)] < € para todo z € A. Q.E.D.
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Criterio M de Weierstrass. Sea g, : A C C — C (k € N) una sucesion de funciones,
y supongamos que |gi(z)| < My, para todo z € A y para todo k € N. Si la serie numérica
220:1 My es convergente, entonces 220:1 gr converge absoluta y uniformemente en A.

Demostracion. Es consecuencia del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme,
ya que sim >n

m m m
ST oa@)| < D w2 < D] M
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Q.E.D.

e Si {fn} -, converge uniformemente a f en Ay f,: A — C es continua en A para
todo n € N, entonces f es continua en A. Andlogamente, si g, es continua en A para
todon € Ny > 17 gi converge uniformemente a g en A entonces g es continua en A.

Lema 3.3. Sea f,, continua en A para todon € N. Si{f,} 2| converge uniformemente
afen Ay~ esuna curva Ct a trozos contenida en A entonces

lim/fn:/fz/lim fn-

En particular, si g es continua en A para todo k € N y ZZOZI gi converge uniforme-

mente en A entonces
o0 o0
[(30) -3 o
7 \k=1 k=1""7

Demostracion. En primer lugar, nétese que f es continua, al ser uniforme la convergencia
de fn, a f. Dado € > 0, existe N € N tal que |f,(z) — f(2)| < € para todo z € A si
n > N. Entonces se tiene:

fef1-

Teorema de la convergencia analitica. Sea {f,} ., una sucesion de funciones
analiticas en un abierto A tales que f, — [ uniformemente en cada disco cerrado
contenido en A. Entonces [ es analitica en A, y f], — f' uniformemente en cada disco
cerrado contenido en A.

[y(n—ﬁ\ g[ywz) @)z <elr),  Vn>N.

Q.E.D.

Demostracion. En primer lugar, por ser uniforme la convergencia de f, a f en discos
cerrados contenidos en A, f es continua en cada disco cerrado contenido en A, y por
tanto es continua en A. Sea D(a;r) C A. Si~y es una curva cerrada C' a trozos contenida
en D(a;r) entonces f es continua en D(a;r) y

/lefm =0,
v N0 Jy

por el Lema 3.3 y el teorema de Cauchy (f, es analitica y 7 es homé6topa a un punto en
D(a;r) C A). Por el teorema de Morera, f es analitica en D(a;r), y por tanto también

en A.



CAPITULO 3. REPR. DE FUNC. ANALITICAS MED. SERIES 37

Para probar que f/ — f’ uniformemente en D(a;r), nétese que existe R > r tal
que D(a; R) C A. Dado € > 0, existe N € N tal que |f,(w) — f(w)| < € para todo
w € D(a;R) yn > N.Siz € D(a;r) y 7 es la circunferencia de centro a y radio R
(orientada positivamente) se tiene entonces, por la férmula integral de Cauchy para la
primera derivada:

_ 1 Jn(w) — f(w) 1 € _ eR
1 /Y—de < e TR o

Q.E.D.

Corolario 3.4. Sea Y 7, g, una serie de funciones analiticas en un abierto A unifor-
memente convergente a g en cada disco cerrado contenido en A. Entonces g es analitica
en A, y > 72, gp converge uniformemente a g’ en cada disco cerrado contenido en A.

En particular, nétese que

=d
El = e

en otras palabras, la serie se puede derivar término a término en A.

3.2. Convergencia de series de potencias.
Teoremas de Taylor y Laurent.

3.2.1. Series de potencias

Una serie de potencias centrada en zy € C es una serie del tipo
[o¢]
Zak(z—zo)k, ar, € C (k=0,1,...). (3.1)

Teorema de Abel. Para toda serie de potencias (3.1) hay un R tal que 0 < R < oo,
llamado el radio de convergencia de la serie, que cumple:

1) La serie converge absolutamente para |z — zg| < R. Ademds, la convergencia es
uniforme en todo disco cerrado D(zy;r) de radio r < R.

11) La serie diverge si |z — zg| > R.

Si R > 0, la suma de la serie es una funcion analitica en el disco de convergencia
D(zo; R), cuya derivada se obtiene derivando término a término la serie dada.

Demostracion. Claramente, de i) y ii) se sigue que R, si existe, es inico. Probaremos
que
R =sup{r >0: {|a,|r"},_, acotada};

en particular, R = oo si {|a,| "}, estd acotada para todo r > 0. Con esta definicién, la
parte ii) es trivial: si |z — 29| > R, la sucesién {|a,||z — z0|" }oey = {lan(z — 20)"|}oey
no estd acotada, y por tanto el término general de la serie no tiende a cero cuando
n — oo.



CAPITULO 3. REPR. DE FUNC. ANALITICAS MED. SERIES 38

Para probar i), nétese en primer lugar que si R = 0 la serie diverge para todo z # 2z,
y no hay nada que probar. Sea, por tanto, R > 0. Por definicién de R, si 0 < r < R
existen r < p < Ry M > 0 tal que |a,| p" < M para todo n. Si |z — zg| < r se tiene:

n n ’Z—ZO‘ " m\"
an(z — 20)"| = |an| p 7[) <M|[|-]| .

p

Por el criterio M de Weierstrass, la serie converge absoluta y uniformemente en D(zq;7);
en particular, converge absolutamente en D(zy; R). La tltima parte se sigue del criterio
de la convergencia analitica (ya que de i) se deduce que la serie converge uniformemente
en cada disco cerrado D(a;r) C D(zg; R)). Q.E.D.

o FEl radio de convergencia de la derivada de una serie de potencias es igual al radio de
convergencia de la serie.

En efecto, por el teorema de la convergencia analitica, basta ver que la serie Y ;- kay(z—
20)F~1 diverge si |z — 29| > R. Y, en efecto

klagl |2 — 20" " = |2 — 20| 7" - K lag| |2 — 20]" > |2 — 207" |ak] |2 — zo/*
Por definicién de R, el tltimo término no estd acotado cuando |z — zg| > R. Luego el

término general de la serie "7 kay (2 — 20)% !
que dicha serie diverge si |z — 29| > R.

no tiende a cero si |z — zg| > R, por lo

Teorema 3.5. Sea 0 < R < 0o el radio de convergencia de la serie f(z) = > 7~ ar(z —
20)*. Entonces f es infinitas veces derivable y

FP()=> k(k—1)-(k—n+1ar(z — 20)*™", VYn €N, Vz € D(z0; R),
k=n

siendo el radio de convergencia de todas estas series de potencias igual a R. Ademds,
los coeficientes a,, vienen dados por

f(")(zo)

, Vn=0,1,2,....
n!

Ay —

Corolario 3.6 (unicidad de las series de potencias). Si eziste r > 0 tal que

Zak(z—zo)k = Zbk(z—zo)k, Vz € D(zp,r),
k=0 k=0

entonces ai = by para todo k=0,1,2,....

Demostracion. ap = by = f%(z)/k!, siendo f(z) la suma de cualquiera de las dos
series. Q.E.D.

e Si existe (0 vale +00) lim | 2| K entonces R = lim | 5
n—00 |apn41 n—00 |41

|an|

1
Andlogamente, si existe (o0 vale +00) lim {/|a,| entonces = lim V/|ay|.
n—oo n—oo
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Probemos, por ejemplo, la primera férmula. Por el criterio del cociente, si z # zg la
serie Y 72 o |ax| |z — 2|" converge si

i |an+1|

g Janllz —z[™" .
— = |z — 20| lim
o Jan| |7 — 20| e

<1,

|an|
y diverge si

|z — zo| lim [ 1] > 1.
n—

% |ap|
Anélogamente (aplicando el criterio de la raiz) se prueba la segunda.

e Elradio de convergencia R de la serie de potencias Y, ar(z—20)* se puede calcular
mediante la férmula de Hadamard

1
B= lim sup v/ |ay,|.

n—oo

(Nota: Si x,, > 0 para todo n € N, limsup,,_, ., &, = lim,,_,oc sup {xy, : £ > n}. El limite
superior siempre existe, vale infinito si y sélo si {x, },-; no estd acotada superiormente,
y coincide con el limite ordinario cuando dicho limite existe.)

3.2.2. Teorema de Taylor

Sea f analitica en un abierto A, sea zy € A, y supongamos que D(zp;r) C A.
Entonces f admite el desarrollo en serie de Taylor

o (k)
Fo =3 e s v e DG, (32
k=0
o7 j —; O N
/ N
/ \
[ \
| D(z:r)
\ /
\ /
AN /
N - _ b

Figura 3.1: teorema de Taylor

Demostracion. Sea 0 < p < r,y fijemos z € D(zp;p). Siy es la circunferencia de centro
2o y radio p (orientada positivamente) se tiene, por la férmula integral de Cauchy:

flz) = %ﬂ/%dw.
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Por otra parte,

1 1 1 11 i": z—2\"
w—z_w—zo+zo—z_w—zol_2'—20_w—zo w—1z0)

k=0
w — 2o

ya que w € v = |z — 29| < p = |w — 2p|. Como f(w) es analitica en 7, estd acotada en

v, por lo que

Z— 20 k
p

z— 2 k<M

p

‘f , Yw € 7.

— 20 — 20
M o k
La serie numérica (es decir, independiente de w) o > ‘Z_—pzo‘ es convergente (se trata
k=0
de una serie geométrica de razén menor que 1). Por el criterio M de Weierstrass, la serie
00 k
f(w) Z z— 20
w — 2y w — 2y

k=0

convergente uniforme y absolutamente en . Integrando término a término obtenemos

=52 |t e

(z — 20)* dw

(Z—Zo)k%/v(wf(im Z Z—Zo)k,

— Z
0 k=0

[
Mg vv

B
Il

0

por la férmula integral de Cauchy para las derivadas. Esto prueba el desarrollo (3.2) para
todo z € D(zp; p) con 0 < p < r arbitrario, es decir para todo z € D(zp;r). Q.E.D.

Corolario 3.7. El radio de convergencia de la serie de Taylor (3.2) de una funcion f
analitica en A es mayor o igual que la distancia de zg a la frontera de A.

Nota. El radio de convergencia de la serie de Taylor de f (3.2) puede ser estrictamente
mayor que la distancia d de zp a la frontera de A. Por ejemplo, si f(z) = Logz y
20 = —1 +1 (ejercicio). Sin embargo, es facil probar que si f no estd acotada en el disco
abierto de centro zg y radio d entonces el radio de convergencia de la serie de Taylor
(3.2) es exactamente igual a d.

Definicion 3.8. Una funcién f analitica en un entorno de a € C tiene un cero de
orden k en a si

fla)y=---=1*Da)=0, fP(a)#0.

Por el teorema de Taylor, si f tiene un cero de orden k en a entonces existe r > 0
tal que

|z —a| <r = f(z) Zf z—a)"

o0 f(n+k) (a)

(’I’L n k‘)' (Z - a’)n = (Z - a)kF(Z)’

=(z—a)
n=0

con F' analitica en D(a;r) (es una serie de potencias convergente) y F'(a) # 0.
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3.2.3. Teorema de Laurent

Una serie de la forma
00 by
f(Z) - ; (Z—Z(])k

es una serie de potencias en la variable w = (z — zo)*l. Por tanto, existe 0 < R < oo tal
que la serie converge absolutamente a una funcién analitica si |z — 29| > R y diverge si
|z — 20| < R, siendo la convergencia de la serie absoluta y uniforme en el complemento
de cualquier disco D(zg;r) con r > R. Consideremos ahora la expresién

f(z) = Zak(z - ZO)]“FZ:(Ci;k);§
=0 z 20

k=1

o0

Z an(z — z0)". (3.3)

k=—o00

La primera serie convergerd absolutamente en un disco D(zp; R2), y la segunda para
|z — 20| > R;y. Por tanto, f estard definida y serd analitica en la corona circular

C(20; R1,R2) ={z: Ry < |z — 29| < Ra},

(corona de convergencia), siempre y cuando sea 0 < Ry < Rp < oo. Ademads (por
los resultados sobre series de potencias) la convergencia de ambas series es absoluta y
uniforme en toda subcorona cerrada contenida en C(zo; R1, R2). Una serie del tipo (3.3)
se denomina serie de Laurent centrada en zj.

Teorema de Laurent. Sea f una funcion analitica en la corona C(zp; R1, R2) (con
0 <Ry < Ry < ). Si Ry <r < Ry, sea ~y, la circunferencia de centro zy y radio r
orientada positivamente, y definamos

1 f(z)
= — —d vk € Z. 3.4
U= o /% (z — zp)Ft1 - © 34
Entonces f admite el desarrollo en serie de Laurent
o)=Y als— =), (35)
k=—o00

donde la serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subco-
rona cerrada contenida en C(zo; Ry, R2).

Figura 3.2: teorema de Laurent
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Demostracion. Sea A = C(zp;71,72) con Ry < r1 < rg < Ry, de modo que la corona
cerrada A estd contenida en C(z; R1, Ro). Llamemos 7., = 71, ¥, = 72. La curva
cerrada S +y2 — 1 — S es homdtopa a un punto en C(zo; Ry, R2) (véase la fig. 3.2). Por
la férmula integral de Cauchy,

f(z) = L/S f(w) dw

270 S5y -5 W = 2

_ L[ 1w dw_i,/ ﬂ)zdwzfl(z)wg(z), vz € A.
s

21 Ny W— 2 27 ), w—

La demostracién del teorema de Laurent consiste, basicamente, en desarrollar fi y fo
como series de potencias en z — 29 y (2 — 29) !, respectivamente. Para fi, repitiendo el
razonamiento que se utilizé para probar el teorema de Taylor se obtiene

1 1 > zZ— 2 kd
7o) =5 [ S e (222)

> 1 f(w
:Z(Z_ZO)]C'%[QWCM’

donde el ultimo paso esté justificado por la convergencia uniforme de la serie para w € 7o
(w €y = |z — 20|/ |w— 20| = |z — 20| /r2 < 1). En cuanto a fo, basta observar que si
r1 < |z — zo| se tiene

1 1 Z —ZO
w—z  z—21— wzo_ (2 — 2z)kt1"
z—20

De nuevo, la convergencia es uniforme para w € 71 (w € v = |w — 29|/ |z — 20| =
r1/ |z — 20| < 1), por lo que

1 w — (w—z)* w
fQ(z)_27T’L[ﬂf( )ICZ%(Z_ZO)]C_Fld
=S G [ f(w)w - 20) dw
k=0 7
— | f(w
— nz_:oo(z —20)" - 9 /yl (w2 —(zO;"H dw.

Por el teorema de la deformacion, f% fw)(w — 29) ™" ' dw es independendiente de
si R < r < R, lo que prueba (3.4)—(3.5). La corona de convergencia de la serie de
Laurent (3.4)—(3.5) es por lo menos C(zg; Ry, R2); por tanto, de las propiedades de las
series de Laurent se deduce que la convergencia de dicha serie es absoluta y uniforme en
toda subcorona cerrada centrada en zy y contenida en C(zg; Ry, R2). Q.E.D.

3.2.4. Clasificaciéon de singularidades aisladas

Definicion 3.9. Una funcién f : C — C tiene una singularidad aislada en zg € C si
f es analitica en algin entorno reducido C(zo;0,7) (r > 0) de 2.
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Por el teorema de Laurent, si f tiene una singularidad aislada en zy existe » > 0 tal
que f admite un desarrollo en serie de Laurent (3.3) en C(z0;0,7):

]; =) —|—Zak (z — 2)¥, si 0<|z—2z| < (3.6)

1) Si by = 0 para todo k € N, se dice que zp es una singularidad evitable de f.
11) Sib, # 0y by =0 para todo k > p, el punto 2 es un polo de orden p para f.

111) Finalmente, si existen infinitos coeficientes by # 0 se dice que f tiene una singu-
laridad esencial en zj.

Definicion 3.10. La serie Z bi(z — zo)*lC se denomina parte principal del desarrollo

k
de Laurent de f en zg. El residuo de f en z es

Res(f; z0) = by.

Ejemplo: Las funciones fi(z) = senz/z, fo(z) = 1/sen®z y f3(z) = e'/* tienen respec-

tivamente una singularidad evitable, un polo de orden 2 y una singularidad esencial en
el origen.

e Si f tiene una singularidad evitable en zy entonces, definiendo f(z9) = ag, f es
analitica en D(zp;7) (ya que la serie de potencias que representa a f para 0 < |z — zo| < 7
converge, de hecho, en un circulo abierto de radio R > r). En tal caso,

Zlinzl0 [(z = 20)f(2)] = 0. (3.7

Reciprocamente, si f es analitica en un entorno reducido de zg y se verifica (3.7) entonces
f tiene una singularidad evitable en zg. En efecto, si m € N el teorema de Cauchy
generalizado proporciona

a_m (z—29)" Yz =0.
=5 / f(z 0)
e Si f tiene un polo de orden p en zy entonces

1

f(Z) = — bp + bp_l(z — 20) 4+ -+ bl(Z o Zo)p—l
(z —2)P

+ iak(z — zo)k“’) = ﬂ,

= (z = z0)P

siendo F' analitica en un entorno de zy y F(zp) = b, # 0. En particular, 1/f tiene una
singularidad evitable (cero de orden p) en zp. Reciprocamente (véase el comentario al
final de la demostracién del teorema de Taylor) si f tiene un cero de orden p > 0 en 2z
entonces 1/f tiene un polo de orden p en 2.

e Si f tiene un polo de orden p en zy entonces
lim | f(2)[ = oo; (3.8)
z—20

en particular, |f| no estd acotado en un entorno reducido de zy. (3.8) no se cumple si f

tiene una singularidad esencial en zy. Por ejemplo, si f(z) = e!/? y 2, = 1/(2nmi) ——
n—oo

0 se tiene f(z,) =1 para todo n € N.
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Teorema de Casorati—Weierstrass. Si f tiene una singularidad esencial en zg y
a € C, existe una sucesion {zp} - tal que z, — 2o y f(zn) — a.

Nota: de hecho (teorema de Picard), se puede encontrar una sucesién {z,} -, tal
que z, — z9 y f(zn) = a para todo nimero complejo a, con a lo sumo una excepcién
(cf. f(z) = e/?).

e Supongamos que f = g/h, donde g y h son funciones analiticas en zp con ceros de
orden n y m > 1, respectivamente, en dicho punto. Entonces existe r > 0 tal que

f(Z) _ g(Z) _ (Z — ZO)nG(Z) (Z _ Zo)nimR(Z),

- i 0 _
he) - 2" H () si 0<|z— 2z <,

siendo R = G/H analitica (cociente de funciones analiticas con H(zp) # 0) y no nula
(G(z0) #0) en z. Por tanto, se tiene:

1) Sin > m, f tiene una singularidad evitable (cero de orden n —m) en zy.

1) Sin < m, f tiene un polo de orden m — n en zy.

e Supongamos que f = g - h, con g analitica en un entorno de zg y g(zg) # 0, y sea zg
una singularidad aislada de h. Entonces zy es una singularidad aislada de f, del mismo
tipo que lo es para h.

En efecto, es claro que f tiene una singularidad aislada en zg, ya que si h es analitica
en C(z;0,7) (r > 0) y g es analitica en D(zp;r) entonces f = g - h es analitica en
C(20;0,7). Si zp es una singularidad evitable de h entonces h coincide con una funcién
analitica en un entorno reducido de zgy, y por tanto lo mismo ocurre con f. Si h tiene un
polo de orden p en zy entonces h(z) = (z —2z9) PH(z), con H analitica en un entorno de
20y H(z0) #0 = f(2) = (2 — 20) P - g(2) H(z) = (2 — 20) PF(z), con F analitica en
un entorno de zg y F(z9) = g(20)H (20) # 0 = f tiene un polo de orden p en zy. Por
altimo, si h tiene una singularidad esencial en zg entonces lo mismo ha de ocurrir con
f, ya que en caso contrario h = é - f tendria una singularidad evitable 6 un polo en zy
(ndtese que 1/g es analitica en un entorno de zp, al ser g(zp) # 0).



Capitulo 4

Calculo de residuos

4.1. Meétodos para el calculo de residuos

e Sea f(z) = g(z)/h(z), con g, h analiticas en un entorno de zq, g(z0) # 0, h(z0) =0y
1 (29) # 0. Entonces f tiene un polo simple en zy, con residuo

Res(f; zO) = g/((z(z])) :

En efecto, en un entorno de zg se tiene
h(z) = W (20)(z — 20) - H(2),
con H analitica y H(zp) = 1 (teorema de Taylor). Por tanto

1 - 9(2)
(20)(z — 20) H(z)

Como g/H es analitica en zg (H(zg) # 0), f tiene un polo simple en zy con residuo

1) =+

1 g(x0) _ 9(20)
W(z) H(z0) h'(20)

ya que H(z) = 1.

e Si f tiene un polo de orden n en zy entonces

n—1
Res(fs20) = oy Jim [ = 20)" £ (2. (1.1

En efecto, en un entorno reducido de zq es vélido el desarrollo de Laurent

f(z):b7”+...+ b1

z—2zo)" Z— 2
( )

+9(2),

con g analitica en zy (serie de Taylor). Por tanto en un entorno reducido de 2 se cumple

(z=20)"f(2) = bn+ -+ bi(z — 20)" ' + G(2) = F(2),

45
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donde G(z) = (2 — 20)"¢(z) es analitica en zp y tiene un cero de orden > n en dicho
punto, y F' es analitica en zy. Por el teorema de Taylor,

FO=1(z 1 ) .
Res(f320) = b1 = —7— f)?) SRCEEE Fel()

Lt =z £
=———Ilim ——[(z—=z 2)].
(’I’L — 1)' 2—20 dzn—1 0
FEjercicio. Si f = g/h con g y h analiticas en 2y, h(zg) = h'(20) = 0y g(z0) # 0,
h"(29) # 0, probar que f tiene un polo de orden 2 en zy, con residuo

(=)  29(z0)h"(20)

ReS(f§20):2h”(zo) 3 [h(20)]?

Solucion. La funcién f tiene claramente un polo doble en zg, por lo que podemos aplicar
(4.1). Por el teorema de Taylor, en un entorno reducido de zy es vélido el desarrollo

%:hz—i—hg(z_ZO)‘{'H(z)?

con H analitica y con un cero de orden por lo menos 2 en z. Aplicando (4.1) se obtiene
entonces

) 9(2) ha g'(20) — h3 g(20)
R ; = lim — = .
es(f; Zo) ZLHZIO dz | he + hg(z —29) + H(Z) h%
Teniendo en cuenta que
1 1
hg = 5 h”(Zo), h3 = 6 h”/(ZO)

se obtiene la férmula anunciada.

4.2. Teorema de los residuos

Sean z1,...,zn N puntos distintos pertenecientes a una region A, y sea 7y una curva
cerrada (C a trozos) homdtopa a un punto en A y tal que ningiin z; estd en . Si f es
analitica en A —{z1,...z,} entonces se tiene:

/f = ZWiZn(’y, zi) Res(f;zk).
g

k=1

Demostracion. Por el teorema de Laurent, para cada ¢ = 1,...,n hay un entorno redu-
cido C(z;;0,€¢;) de z en el que es valido el desarrollo

F2) = bilz—2)F+ ) aw(z — 2)" = Si2) + fil2),
k=1 k=0

con f; analitica en el disco D(z;;¢€;). Ademas (por las propiedades de las series de Lau-
rent) la serie que define la parte principal S;(z) converge absolutamente a una funcién
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analitica en C — {z;} y uniformemente en el exterior de todo disco abierto centrado en
Zi.

Sea
n
9(2) = f(2) = >_ Si(2);
k=1
entonces ¢ es analitica en A — {z1,...,2,}, y ademds los puntos z; son singularidades
evitables de g. En efecto, para cada ¢ = 1,...,n se tiene

9(2) = fi(2) + Si(z) = >_Sk(2) = fiz) = Y Sk(z2),  0<|z—zl[<e&.
k=1

1<k#i<n

Definiendo ¢(z;) = lim,_,,, g(z) la funcién ¢ es analitica en A, y por el teorema de

Cauchy
Oz/g@/f:Z/Sk.
gl gl k=17

Consideremos ahora la integral f7 Si. Al ser C — v abierto, existe d; > 0 tal que
D(z;0,) Ny = 0. Por tanto, la serie de Laurent que define a Sy es uniformemente
convergente en -y, lo que nos permite escribir

/Sk = Z / brj(z — 2) 7V dz = / br1(z — 2zi) "t dz = by - 2min(y, z)
0l j=1"7

v
= 2mi - (7, z) Res(f;2k),
donde se ha utilizado el teorema fundamental del Célculo (para j # 1, (z — 2;) "7 admite

la primitiva (z — 2;)'=7 /(1 — j) en C — {2;}) v la definicién del indice. Esto completa la
demostracién. Q.E.D.

4.3. Calculo de integrales definidas
4.3.1. [7_ f(z)dx

e Condiciones: f analitica en H = {z € C : Im z > 0}, con la posible excepcién de un
nimero finito de singularidades z; fuera del eje real, y Ip > 1, R>0y M > 0 t.q.

M
|f(Z)|<W Vz € H, |z| > R.

e Resultado: 27 Z Res(f; z)-

Im 2z, >0

Demostracion. Sea -, la semicircunferencia de radio r orientada positivamente, con
r > R lo suficientemente grande para que todas las singularidades (necesariamente
aisladas) de f en H estén en el interior de ,.
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Yi

— r
Figura 4.1: semicircunferencia ~,

Entonces

/fz?ﬂ > Res(fiz) = rf(x)dm+/ﬂf(rei9)irei9d9.
Ir -r 0

Im z;,>0

Como |f(z)] < M|z|™” con p > 1 para |z| > R, la primera integral del miembro
derecho converge a [*_ f(x)dz cuando r — oo (criterio de comparacién). En cuanto a
la segunda, su médulo estd acotado por M7r! =P, que tiende a 0 cuando r — co.  Q.E.D.

e Notas: i) Un resultado andlogo vale intercambiando el semiplano superior H por el
semiplano inferior L = {z € C : Im z < 0}:

/00 f(z)dx = —2mi Z Res(f; z)-

Im 2z <0

ii) f = P/Q, con P # 0y @ polinomios y Q(z) # 0 para todo z € R, cumple las
condiciones anteriores (tanto en H como en L) si (y sélo si) deg @ > deg P + 2.

o0

Ei ) / T dx
e Ejemplo: i
Jemp Coo (22 + 47 4+ 13)2

o f(2) = 2/(2%2 + 4z + 13)> = P/Q, con singularidades (polos dobles) en los ceros
z=-24+3i ¢ Rde Q. Ademds, deg@ = 4 > deg P + 2 = 3. Por tanto,

o0 T dx . .
I= / (22 + 4z + 13)2 = 2miRes(f; =2+ 30)

o Cdlculo del residuo (zo = —2 + 3i):
__9(?) _ z ,
f(Z)_(Z—ZQ)27 con g(z)_(z+2+31)27
como g(zp) # 0, zp es un polo doble de f, con residuo

1 220 2+ 3i — 20 4 4i

/ _ — = - - ~a-
I0) = a4 3iE ot 2430 (o+243iF 607 6

Por tanto, I = —8—7T -
63 27
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2
4.3.2. Integrales trigonométricas: / R(cos,sen 0) db
0

e Condiciones: R funcién racional de dos variables cuyo denominador no se anula
para todo 6 € [0, 2m).

1 1 1
R lt d H 2 ) N 51 d = — — -1 J— — -1
¢ Resultado 7T1|Z<1Res(f,zk), siendo f(z) izR <2 (z+2 ),22, (z—= ))
2k
y denotando mediante zi,...,z2, las singularidades de f (necesariamente en nimero

finito, ya que f es una funcién racional).

Demostracion. La funcién f(z) no tiene singularidades en la circunferencia unidad ~,
ya que si 6 € [0,27) entonces f(e?) = —ie " R(cos 6, sen ). Parametrizando fﬁ{ fenla

) se obtiene

2m
/f:/ R(cosf,senf)db .
o 0

El resultado anunciado se sigue del teorema de los residuos, ya que al ser f una funcién

forma usual (z = e

racional de z tiene un nimero finito de singularidades. Q.E.D.
2m
de
Ej lo: _
* Jemplo /0 (5 — 3senh)?
1 diz diz

fz) = o8- B2-10z-37 gz i) si2

z

Por tanto, la integral vale

8T i =
[__?Res<g7§>, con g(Z)—(Z_?)Z.)Q-(z_%)z:(Z_%‘)g.

El residuo es igual a

1 20 i_ g, 2 _ 10¢ 10 - 32
W (if3) = — s-—b =8 s _ T %
Goar o) Goa) e S
Portanto]zlo—ﬂzf)—ﬂ.
82 32
o0 .
4.3.3. Transformadas de Fourier: / e f(x) dx
—o0

e Condiciones: w > 0; f analitica en H, con la posible excepcion de un nimero finito
de singularidades z; ¢ Ry |f(2)| — 0 cuando |z| — oo en H, i.e.

Ve>0, 3R >0 t.q. |f(z)|<esi 2| >Ry ze€H.

e Resultado: 27 Z Res(e™? f(2); 21,)-

Im 2z >0
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Demostracion. Dado € > 0, sea v el rectangulo de vértices —x1, 22,22 + 1y, —1 + ¢ Y1
(orientado positivamente), con x1,x2,y; mayores que R y lo suficientemente grandes
para que todas las singularidades de f en H estén en el interior de v (fig. 4.2).

—X,+iy, X4y,

—X X2
Figura 4.2: rectangulo ~

Entonces

/ewzf(z) dz = 2mi Z Res(e™? f(2); z1,)
.

Im z;,>0

T2 o .
= / e f(x)dx + 2/ @2 W) £ () 4+ iy) dy

—x1 0

o ‘ ) Yy .
. / ezw(erzyl)f(x + ’L'yl) dr — Z/ ezw(f:vﬁzy)f(_xl + Zy) dy
0

—x1

=L+ 1,— 13— 14

Si y1 se escoge lo suficientemente grande para que (x1 + x2)e”“Y! < 1/w se tiene:
u € €
Bl <e [ e ray = S-eem) < £
0 w w
T3] < € (21 + 2a) eV < <,
w

Ll < S(1-emy< <.
w w

Por tanto
RCI , 3e
/ e f(x) de — 2mi Z Res(e"* f(2); z1)| < —.
- w
Im 2, >0

Como € > 0 es arbitrario, haciendo z1 y x2 tender a infinito por separado se obtiene el
resultado deseado. Q.E.D.

e Notas: i) Si w < 0, se obtiene un resultado andlogo intercambiando el semiplano
superior H por el semiplano inferior L:

/OO e f(x) do = —2mi Z Res(e™? f(2); 21,).

- Im 2, <0

ii) f = P/Q, con P # 0y @ polinomios y Q(z) # 0 para todo x € R, cumple las
condiciones anteriores (tanto en H como en L) si (y sélo si) deg @ > deg P + 1.

* cos(wx) 1 [ cos(wz)
Ej lo: ————dr = = ————dr =1 0.
e Ejemplo /0 por e 2/—00954‘1‘3524‘1 r=1w), w>
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La integral es la parte real de

1 [e8) eiw:v
J =z / — 5 dx
2 ) oxt+a2+1
Podemos aplicar lo anterior a la funcién racional f(z) = (2% + 22 + 1) en el semiplano

superior (f no tiene singularidades en el eje real). Las singularidades (polos) de f se
calculan resolviendo la ecuacion

2mi

1 s
A42241=0 = z2:§(—1ii\/§):ei7 = 2=+t

Las tinicas singularidades en el semiplano superior son

s}

s} 1 1
z1=e€3 25(14—1'\/5), 29 = —€ 3 25(—1+i\/§):—21.

El residuo de e™? f(z) en cualquiera de estas singularidades z; se calcula ficilmente, ya
que €“? f(2) = g(2)/h(2) con g(z;) # 0, h(z;) =0y h'(z) # 0:

eiwzi

1
Res(f;2i) = 1 7;2@-(2,2.2 1)

De esto se deduce que

i ewz1 e~ Wzl ezl

Jg== - — qlm|— | = —7ImA.
2 | 21(222 + 1) 21(2z%+1)] i m[z1(2z%+1)] T

Como

i (14ivB) IO N |
2e2 2e?2 B ’L+\/§6%(l_\/§)’

1+iV3)iv3  VB(i—v3)  2V3

se obtiene

I=ReJ=J=-7ImA= cos%—i—\/gsen%), w>0.

T V3, (
—e€ 2
2V/3

4.3.4. Transformadas de Mellin: / v U f(x)dr, a ¢ Z
0

e Condiciones: i) f analitica en C, con la posible excepcién de un nimero finito de
singularidades z; ¢ R, y ii) 3M;, M, Ry > Rs constantes positivas y ¢ < a < b tales
que

M
ﬁ, |Z| >R1
z
[f(2)] <
My
W, 0< ’Z‘ <R2.

me” ' a—1 . a—1 — _(a—1)log z
¢ Resultado: —M %:0 Res(z f(z)7 Zk)7 z =e [0,27) #
2k
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Demostracion. En primer lugar, las acotaciones de | f| implican (por el teorema de com-
paracién para integrales reales impropias) que la integral es absolutamente convergente.

Figura 4.3: curva ~

Sea v la curva de la fig. 4.3, donde 0 < € < R; y r > Ry se toman de modo que todas
las singularidades de 22! f(z) distintas de 0 estén en el interior de v, y 0 < n < 7/2. Si

denotamos
o=l _ la=1)logp om 2 |Z|a_1 eila=1) argp or) z

la funcién 22! f(2) es analitica en C — (R4 U {0}), salvo en las singularidades z; de f.
Por el teorema de los residuos se tiene:

2mi Z Res(2% M f(2);zp) =1 — I + J,
Zk750

siendo I; e Iy las integrales de 271 f(z) sobre los arcos argoar) 2 € [n,2m — n] de
las circunferencias (orientadas positivamente) de radios r y €, respectivamente, y J la
integral a lo largo de los segmentos:

J = /r ei(afl)nxaflf(xein) . ein dr — /r ei(afl)(27rfn)xaflf(xei(%rfn)) . ei(27r777) dr
_ / xa—l [eianf(xein) - eia(Qn—n)f(xei(Qn—n))} dr .
Haciendo 7 — 0+ (con € y r fijos) se obtiene

2mi Z Res(2%7 1 f(2); 21) = / 271 (2) dz—/ 227 (2) dz4-(1—e2™) /7’ 27 f(2) da

Zk,;éo r Ye €

siendo v, la circunferencia de centro 0 y radio p orientada positivamente. Por las hipétesis
sobre | f| se obtiene:

/% 2271 f(2) dz
/ 2271 f(2)dz

€

< Myr® b omp = 2r My Pt —— 0,

rT—00

< Mae® 1€ 21re = 2 Moe®© — 0.
e—0+
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Haciendo € — 0+ y r — oo (independientemente) se obtiene el resultado deseado, ya

que
21 2mie T e T

1— 627ri0L e*iﬂ'a _ eiﬂa sen(wa)

Q.E.D.

-1

(e 9] xa
e Ejemplo: /0 1522 de =1(a).

En este caso b = 2, ¢ = 0. Para poder aplicar el resultado del apartado anterior necesi-
tamos que 0 < a < 2y a # 1. Si esto se cumple se tiene:

ﬂ.efiwa zafl Zafl
I - _ e N et )
(a) sen(ra) [Res <22+1,Z> + Res <22+1, z)]

Los residuos se calculan facilmente, ya que ambos son claramente polos simples:

Zafl (:l:’i)ail
R i) = .
es<z2+1’ Z> +9i

La suma de estos dos residuos es igual a

i_ <ei(a—1)g _ ei(a—l)%> _ 1 (eiag I em%’f) N, . (W_a> .
21 2

Por tanto,
T COS (%“) B T

I(a) =

sen(ma)  2sen (%)

En particular, haciendo a = 2/5 se obtiene:

oo ,.—3/5
/ x2 do — m _ T2 __7 5+/5.
0 r2+1 2sen(m/5) /55 V10

4.4. Valor principal de Cauchy

Supongamos que f : R — R es no acotada en un entorno de xg € R, y que existen
las integrales impropias fi;o flx)dx y fcoo f(x)dx para todo b < zyp < ¢. En ese caso,

[e’e) To—€ e’
dr = 1li d If dz .
/ fadr=dim [ pwyde tim [ ) de

Evidentemente, si la integral impropia existe entonces

00 To—€ o)
/ f(x)dz = lim [/ f(x)dx + f(x) dm} .
—o0 =0+ |/ ro+e
El miembro derecho se denomina valor principal de Cauchy de la integral impropia:

V.P./_C:f(x)dm: lim [/M_Ef(gc)dmr b f(ac)dx]

=0+ | J_x ro+e
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(Esta definicién se generaliza de manera obvia al caso en que f tiene un ndimero finito
de singularidades en el eje real.) Si existe la integral impropia entonces

/f dx—VP/ f(z

Sin embargo, el valor principal de Cauchy puede existir aunque no exista la inte-
gral impropia: por ejemplo, si f es una funcién impar e integrable en oo entonces

V.P.[%_ f(z)dz =0.

Lema 4.1. Supongamos que f es una funcion analitica con un polo simple en zg € C, y
sea 7. el arco de circunferencia v.(t) = 2o + €€, cont € [to,to + ] (fig. 4.4). Entonces

h'm/f:aiRes(f;zO).

=0+ /,

o

20
Figura 4.4: curva -,

Demostracion. En un entorno reducido de zy es valido el desarrollo de Laurent

b
f&)=——+g(z), 0<|z—zl|<m
Z— 20

con g analitica en D(zp;7). S1 0 < € < r se tiene

dz
f=b1/ +/g.
Ye eZ_ZO Ye

d tot+a ; it
by / c by / zee' dt = ibja = iaRes(f; 20),
o t

_ it
. 2 20 o €e

Pero

mientras que, al ser g analitica en D(z;7), |g(z)| < M para |z — 29| < r/2, y por tanto

/s

e Sea f una funcién analitica en H, excepto por un nimero finito de singularidades zy,
siendo las posibles singularidades de f en el eje real polos simples. Si f satisface una de
las dos condiciones siguientes:

i) Ip>1, R>0, M >0 tq. |f(2)| <

< Meaw —— 0.
e—0+

Q.E.D.

PG si|z| >Ry ze H;

i) f(z) = e“?g(z), con w >0y |g(z)] — 0 cuando |z| — oo en H,

entonces

V.P./C>o f(z)dx = 2mi Z Res(f; zx) + mi Z Res(f; zk) -

Im 23>0 zr€ER
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x[\]0

Figura 4.5: curva v

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que f cumple la condicién i). Por sencillez,
nos restringiremos al caso en que f sdlo tiene una singularidad xp en el eje real. Si
r > max(zg, R) es lo suficientemente grande para que todas las singularidades de f en
H — {xo} estén en el interior de 7, y € > 0 es suficientemente pequeno, integrando f a
lo largo de la curva v de la fig. 4.5 se tiene:

/Vf:2m‘ 3 Res(f;zk):/

Im z;,>0 -r

ro—e€ r

f(x)dx—/ef—i- (x)dm—l—/rf.

xo+€

Por la discusién de la seccién 4.3.1, las integrales [*0 ¢ f(z)dx y f;;e f(z)dx son
convergentes, y

lim f=0.
Por tanto,
xro—e€ o
2mi Z Res(f;zk):/ f(z)dx + f(:v)dac—/ f.
—00 zo+e Ve

Im 2z, >0
El resultado anunciado se obtiene haciendo ¢ — 0+ y utilizando el lema anterior.

Q.E.D.

e Nota: Sireemplazamos H por L y w > 0 por w < 0 entonces

V.P./C>O f(z)dx = —2mi Z Res(f; zr) — mi Z Res(f; z) -

Im 2z >0 zL€ER

* sen x

e Ejemplo: / de=1.

0 x

Si definimos f(z) = senz/x para x # 0y f(0) = 1 entonces f es continua en 0 y par, y
por tanto

I:%/Zf(x)dx.

Al ser f continua en 0

/Z f(z)dz = V.P. /Z £(z) dz,

si el miembro derecho existe. En tal caso

I:§V.P./ f(m)dxzilm[V.P./ e—dm]zilmJ.

—00
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La funcién f(z) = sen z/z tiene una singularidad evitable en z = 0, pero no cumple las
condiciones i) 6 ii). Sin embargo, g(z) = €**/z tiene un polo simple en el origen y cumple
la condicién ii) del apartado anterior, por lo que

iz
sz'Res(e—;O> —mil=I=".
z 2
> gen?

5 dr=1.

e Ejemplo: /
0 x

Si f es la funcion del apartado anterior

1 o0 1 1 — cos(2z)
I=>V.P. 2 ——vy.p. [ oY)
2V /_Oof(x)dx 4V /_OO - dx
1 0 1 _ p2iz 1
:ZRe[V.P./OO = dm}EZReJ
Si g(z) = (1 — €?*)/2? entonces
1+ |e?” 2
|g(z)|§%§w, Imz >0, z#0,

2 z

y por tanto se cumple la condicién i) en el semiplano superior. Ademés, z = 0 es un
polo simple de g (el numerador tiene un cero simple y el denominador uno doble en el
origen), con residuo

Res(g;0) = —QieZiZ{ZZO = —2i.
Por tanto,
J = mi - (—2i) :27r:>1:g.
&0 sen z dx
e Ejemplo: V.P. —_——=1T.
Jemp /_oo (@ —1)(a2 +4)
Aqui
o0 T
I=TmJ, JEV.P./ L —
oo (=1)(22 +4)
La funcién

6ZZ

(z—=1)(22+4)

es analitica en C — {1,%2i}, y la singularidad en z = 1 es claramente un polo simple.
Ademas, se cumple claramente la condicién ii) en el semiplano superior, por lo que

f(z) =

. . . ei 26_2
J = mi[Res(f;1) + 2Res(f; 2i)] = mi [g + m}
e e 2 et (2—d)e?
=7 |— — Y U =
5 2(2+1) 5 10
Por tanto
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4.4.1. / f(z)logxzdz, f realy par
0

e Condiciones: i) f analitica en H, con la posible excepcién de un nimero finito de
singularidades z ¢ R — {0}, y ii) 3M;, Ma, Ry > Ry constantes positivas y a < 1 < b

tales que
M,

—b’ |Z| > Rl
2|
s@l< g
=2 0< |z] < Ra
’Z‘G/7 *
e Resultado: —7 Im Z Res(f(z)log z; 2z1) | , log = 10g[_1 /2,37 /2) -
Im z;, >0

Figura 4.6: curva ~

Demostracion. En primer lugar, las acotaciones sobre |f| implican (teorema de compa-
racién) la convergencia de la integral, asi como la de ffooo f(x)dx. Sean 0 < e < Ry <
Ry < r tales que todas las singularidades de f en H — {0} estén el interior de ~y (ver
fig. 4.6). Entonces

2mi Z Res(f(z)logz;zk):h—l—fg—/g+/ g, (4.2)

Im 23>0 € T
siendo g(z) = f(z) logz. Si x < 0 se tiene

log z = log |z| + i = log(—x) + i,

y por tanto
h= [ f@lios(—z) + inlds = [ f(~s)log(a) + in] do
= /Tf(x)logﬂ:dx+i7r/rf(x)dx.
Luego

Il—{—Ig:Q/Tf(x)logxdx+i7r/rf(x)dac.

Por otra parte,
[log z| = |log |z| + i arg z| < |log z| + |arg z|,



CAPITULO 4. CALCULO DE RESIDUOS 58

donde arg z € [—7/2,372). Por tanto

M,y mMy
< qr. 1. 7 N
/%g‘ smreg (logr + ) s (logr + ) = 0,

al ser b > 1. Del mismo modo, al ser a < 1 se tiene

M-
/ g‘ §7Te-—f-(loge—|—7r) = My ™" - (log e + ) —Ojr—»().
€ €e—

Haciendo r — oo y € — 0+ en (4.2) se obtiene:

27i Z Res(f(z)logz;zk):2/00f(x)logwdw—i—iﬂ/oof(m)dx.
0 0

Im 2z, >0
Teniendo en cuenta que f es real se obtiene el resultado anunciado. Q.E.D.
*  logx
Ej lo: ————dr =1
e Ejemplo /0 @2+ 1) x

Claramente f(z) = (1 + 22)~2 cumple todas las condiciones anteriores (a =0y b = 4).
La unica singularidad en el semiplano superior es zg = i. Como

log z 1
1 =
f(z)log 2 +i)2 (z—i)2
se tiene
) d log z 1 2log i 7 7 o
Res(f(2)log 1) = - [(z+¢)2L_Z W22 (@) 4 1% T1TR

T
Por tanto, I = 1



